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Preámbulo sentimental 


Al-Andalus sale de la realidad para entrar en la memoria y en el mito 


En 1595 aparecieron en Granada los falsificados 21 libros plúmbeos, 
planchas de plomo circulares de unos diez centímetros de diámetro. Se 
cumplía así la profecía que había anunciado el pergamino encontrado siete 
años atrás al derrumbarse el alminar de la mezquita mayor de la ciudad. 
Este pergamino estaba escrito en castellano del siglo XVI, aunque se fecha- 
ba en el siglo I. Junto al manuscrito se encontraba un trozo de manto de la 
Virgen María. 


Los libros plúmbeos del Sacromonte granadino estaban escritos en 
árabe y fueron condenados por Inocencio X por sus ideas mahometanas, 
puras ficciones humanas fabricadas para la ruina de la fe católica. Más 
suerte tuvo el resto del manto de la Virgen pues parece que curó uno de los 
ataques de gota de Felipe II. 


Los libros de plomo han sido devueltos por el Vaticano el 17 de junio 
de 2000 a Granada. Termina así la curiosa historia que oculta la angustia de 
los moriscos ante la eminente expulsión de sus tierras. 


Más de un siglo después de la conquista, con una cultura perseguida y 
arrinconada, los moriscos diseñan una truculenta historia para hacer compa- 
tible la fe de los vencidos y de los victoriosos. En plomo y en alfabeto salo- 
mónico se diseña una religión sincrética, con sus propios santos y mártires. 
Ya no se podía hacer otra cosa, los descendientes de los que construyeron 
los monumentos que el mundo admira, dedican su ultimo aliento a la convi- 
vencia o a la sublevación. Fracasadas ambas, y con la conversión de algu- 
nos, termina el periodo de nueve siglos de presencia musulmana en la 
península ibérica. 


El Islam tuvo su desarrollo más brillante desde el punto de vista inte- 
lectual y artístico entre los siglos IX y XII (III y V de la Hégira). 


Los musulmanes andalusíes jugaron un papel fundamental como crea- 
dores y transmisores del conocimiento. Y cuando quedaron reducidos al 
pequeño emirato de 30.000 Km? y 300.000 habitantes de Granada, aun 


fueron capaces de construir la Alhambra y mantener la brillantez en perio- 
dos de decadencia. 


Rara vez la riqueza creativa aparece aislada. La fortaleza-palacio 
nazari es el bello exponente de un renacer donde expertos artesanos se unen 
a poetas y hombres de ciencia para ocultar con belleza lo que ya se sabia 
inevitable. 


En esa Granada —que habitualmente se mantenia autonoma— nacia, 
ya iniciado el siglo XV, Abul-Hasan Ali ibn Muhammad Ali ibn al-Quraxi 
al-Qalasadi al-Basti, uno de los algebristas y aritméticos mas estudiado y 
citado. A recordar esta figura brillante antes del ocaso se dedica este libro. 


10 


Introducción 


Abul-Hasan Ali ibn Muhammad Ali ibn al-Quraxí al-Qalasadi al-Basti 
es el último gran matemático y jurista nacido y formado en al-Andalus. 


Aritmético y algebrista, continuador del trabajo de al-Banna el marro- 
quí, ha sido el maestro de matemáticas desde el siglo XV hasta los inicios 
del siglo XX para los estudiosos de la franja mediterránea que va desde 
Marruecos a Egipto. 


La edición y traducción al francés en 1859 del breve compendio Se 
desvelan los secretos de la ciencia de las cifras de polvo descubre al mundo 
otra deuda con la ciencia árabe: el simbolismo algebraico. El renacimiento 
matemático en Italia basado en el Álgebra tenía una base al otro lado del 
Mediterráneo, y no sólo conceptual, también simbólico. 


La figura de al-Qalasadi fue inicialmente sobrevalorada por los estudio- 
sos pioneros. Su elegante simbolismo le convertía en un genio. Hoy se sabe 
que su notación había sido usada antes por otros magrebíes, y aparece más 
como creación colectiva que como mérito atribuible a un único individuo. 


Desmitificado al-Qalasadí estamos en mejores condiciones de situar 
sus aportaciones y sobre todo el gran interés que su obra tiene hoy para los 
curiosos en general y para los profesores de matemáticas en particular. 


La fría belleza de las matemáticas de la que habla Bertrand Russell se 
mantiene sobre el perfecto edificio que levanta Euclides con sus Elementos. 
Belleza pero fría, pocas veces mejor expresado. Gauss llamado el zorro por 
ocultar las huellas de sus descubrimientos es un modelo de cómo se cons- 
truye una matemática ocultando el andamiaje y sus titubeos. Pero el hacer 
matemático como toda actividad humana es cálido, y está lleno de pasión. 
La historia ayuda a descubrir esos caminos de andar torpe, de dudas, y de 
balbuceos. La matemática humanizada gana otra belleza, a la perfección 
formal se une el conocimiento de que la obra de arte necesita primero que 
el lienzo se manche. Incluso las esculturas toscas e inacabadas de Miguel 
Ángel, donde sólo se atisban las formas, nos producen placer. 


Sorprende —en primer lugar— la modernidad de la obra de al-Qala- 
sadí. La lectura de los secretos es casi una obligación para el profesor de 
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primaria como para el de secundaria porque se ajusta en gran medida a su 
currículo. La formación matemática elemental ha cambiado poco: núme- 
ros con sus operaciones y álgebra. En el mundo griego esto no era así. La 
introducción por los musulmanes de la realidad mercantil rompe con la 
aristocrática concepción del hombre libre greco-alejandrino de desprecio 
a la logística. 


El mundo moderno retomará esa concepción y el sabio se manchará 
las manos en los talleres. 


No es lo mismo enseñar los algoritmos operativos sabiendo como se ha 
llegado a ellos. Viendo otras formas más torpes (¿o quizá no?) que son su 
precedente inmediato, reflexionamos sobre la propia razón de ser de nues- 
tros automatismos. Este mérito ya se lo debemos a Sánchez Pérez [1949] 
que nos deleitó con su historia de La Aritmética en Roma, India y Arabia. 


En al-Qalasadí encontraremos los secretos de nuestros algoritmos 
operativos, de los repartos proporcionales, de la falsa posición o interpola- 
ción lineal, el virtuosismo del cálculo con fracciones, la operación con 
raíces, las sucesiones, los polinomios y las ecuaciones de segundo grado. 
¡Y todo ello con una sugerente notación que es el antecedente inmediato de 
la actual! 


Un mérito no menor, que incluso permite su lectura en árabe sin saber 
árabe, es el uso de las cifras gubaries (arena, polvo) occidentales, que son 
usadas por al-Qalasadí en el siglo XV con la misma forma que en el Códice 
Vigilano del monasterio de Albelda del siglo X. Luego será la imprenta 
quien dará a las cifras su forma definitiva. 


Es sabido que la ciencia árabe no fue mera transmisora; en la puesta 
en valor de los sabios musulmanes hay que incluir por meritos propios a 
los estudiosos occidentales en más campos de los que inicialmente se les 
atribuían. La aritmética y álgebra andalusies y magrebíes merecen más 
que un recuerdo. 
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1. Al-Qalasadi y su época 


LA BAZA HISTÓRICA 


Abul-Hasan Ali ibn Muhammad Ali ibn al-Quraxi al-Qalasadi al-Basti 
nació en Baza hacia 1412 (dato controvertido) y muere en Beja (Túnez) en 1486. 


La presencia humana en la Hoya de Baza no se podía hacer esperar. 
Rodeada de sierras que superan los dos mil metros, Sierras de Baza y de la 
Sagra, la depresión que forma el Guadiana Menor y sus afluentes es una 
zona de especial fertilidad: hay agua y está protegida. 


En el museo Arqueológico Nacional se puede admirar la Dama de 
Baza encontrada en la Hoya que data del siglo IV a.n.e. 


Baza fue capital de la región ibérica de la Bastetania, de Bastí, su anti- 
guo nombre. La presencia romana y su localización en la Vía Hercúlea 
hacen que la Basti histórica conserve su importancia durante siglos. 


Bastí fue obispado ya en el Concilio de Elvira (302 d.n.e.) y se mantu- 
vo como sede episcopal durante los concilios visigóticos de Toledo. 
Conquistada por el Islam, deja de registrarse su supervivencia en la iglesia 
cristiana en el siglo IX. 


El geógrafo musulmán al-Idrisi habla de Batza como una medina 
grande, de fuertes muros, buen mercado y fábricas de telas muy estimadas. 


Sus arboledas arrastraban hasta la tierra de pura frondosidad decía 
el historiador ibn al-Jatib en el siglo XTV. 


Durante el esplendor islámico de Batza hay que unir la fertilidad de la 
vega, el cultivo de la morera para posterior tejido de la seda y sobre todo, la 
ciudad fue conocida por la calidad de su azafrán. 


La población donde nació al-Qalasadí, y de la que toma su nombre 
siguiendo la nominación musulmana (uso del patronímico y del lugar de naci- 
miento), era en el siglo XV una próspera y relativamente populosa ciudad. 


Fue precisamente en Baza donde quizás se celebró la batalla decisiva 
en la conquista del emirato de Granada. Un año duró el cerco en 1489. La 
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propia reina tuvo que desplazarse para evitar la retirada de los sitiadores 
por la firmeza de la resistencia que ofrecía la reforzada guarnición dirigida 
por Cid Hiaya, primo y cuñado de uno de los emires, el Zagal. 


Al final se produce la rendición pero no por el asalto sino por la nego- 
ciación. Los Reyes Católicos dan título de noble cristiano y casan a la dama 
favorita de la reina con Cid Hiaya. La fórmula empleada en Baza abriría 
otras puertas. Cid de Hiaya conservó su fortuna y honores, pero el pueblo 
llano fue expulsado de sus hogares, toda la población musulmana fue obli- 
gada a vivir extramuros. 


Pero los hechos de la conquista, terminada el día de Santa Bárbara, 
patrona de la ciudad, y que se registran en el escudo de la ciudad (alcazaba 
rodeada de las doce torres de asalto) no pudieron ser conocidos por al-Qala- 
sadí que había muerto en Beja (Túnez) tres años antes (1486). 


De la Batza del nacimiento de al-Qalasadí queda poco: restos de alca- 
zaba, los baños árabes y la estructura de angostas callejuelas. La gran cole- 
glata plateresca de Santa María de la Encarnación es la antigua mezquita 
aljama, que ya había sido anteriormente iglesia con Recaredo. 


Fue en esta población donde al-Bastí aprendió a leer y a escribir, y a 
recitar el Corán. Si bien, algunos intelectuales aconsejaban dejar el Alcorán 
para más tarde, la costumbre no se impuso. Los escolares aprendían a 
salmodiar desde muy pronto el libro sagrado. 


Si al-Qalasadí tuvo padres ricos o nobles tendría su propio maestro, si 
no iría al pequeño habitáculo con otros chicos donde en cuclillas estudiaría 
el uso del alfabeto árabe y repetiría una y otra vez la salmodia coránica. 
Para escribir se usaban tablillas de madera y un cálamo que se mojaba en 
tinta. Al terminar se ponía en remojo y se lavaba la tablilla. La educación 
básica estuvo muy generalizada entre los musulmanes andalusíes. 


Los primeros estudios de derecho, reparto de herencias, exégesis corá- 
nica y letras lo realiza Abul Hasan en su ciudad natal con un maestro llama- 
do Ali ibn Musa. 


El nacimiento de al-Qalasadí se produjo en los inicios del siglo XV (IX 
de la hégira), coincidiendo con el fallecimiento de ibn Jaldum, el gran histo- 
riador y testigo del declinar islámico. Ibn Jaldum, que siempre recordaba sus 
orígenes sevillanos, dejo constancia en sus Prolegómenos de la historia 
universal de que una civilización llegaba a su fin. Con razón Toynbe y Spen- 
gler podían considerarlo su maestro. Atrás quedaba la arrogancia de otro 
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notable andalusí, Sa'id, que en el siglo XI mostraba pletórico todo el esplen- 
dor cultural de los pueblos civilizados frente a los bárbaros gallegos. 


En 1985, en una obra editada por el Ayuntamiento y con el título de 
Baza: Guía e Historia, se recogen algunos bastetanos ilustres. Al-Qalasadí 
—quiza el más notable— no se encontraba entre ellos. 


ESTUDIOS SUPERIORES EN GARNATA 


La Córdoba califal del siglo X con su famosa biblioteca y su esplendor 
cultural no tuvo ninguna institución similar a lo que hoy conocemos como 
Universidad. Los grandes maestros exponían sus lecciones en la propia mezqui- 
ta, y los oyentes se sentaban en sus esterillas. Normalmente el orador se apoya- 
ba en alguna columna. La Enseñanza Superior no tenía plan fijo. El sistema de 
Abú Bécquer ibn al Arabi consistía en enseñar primero la lengua y la poesía 
y con esa formación básica pasar al Corán, la jurisprudencia y la dialéctica. 


La primera Madraza o Universidad musulmana fue fundada en 
Bagdad, la ciudad circular, en el siglo XI (1065). Fue llamada la Nidami 
por ser su creador el visir Nidam al-Molqui. En la península ibérica el 
primer centro de Estudios Superiores lo crea Alfonso X en Murcia para que 
el maestro islámico Abu Bedquer, el de Ricote, imparta enseñanza para 
judíos, moros y cristianos. La experiencia fue frustrada pues los nazaríes 
consiguieron que Ricote se refugiara en Granada. 


Hay que esperar al monarca más ilustrado, el Emir Yusuf I, el Sabio, 
para que se funde en 1349 la madraza de Granada. En ella estudió y enseñó 
al-Qalasadí en el siglo siguiente. Restos de una parte de esta madraza se 
han conservado en el edificio del viejo ayuntamiento que hoy se han incor- 
porado a la Universidad granadina. 


En la enseñanza árabe, como se ha comentado, el Corán juega un 
papel central. Éste se aprende mediante recitación salmodiaba y muchas 
veces girando la parte superior del cuerpo o la cabeza. Si bien este sistema 
rotatorio tiene un aspecto místico en el Sufismo: la imitación del movi- 
miento perfecto de los planetas acerca más al Creador Supremo. 


Otro aspecto importante de la enseñanza musulmana es el papel juga- 
do por la poesía como instrumento de la memoria. Son innumerables los 
poemas didácticos de astronomía, aritmética y otras ciencias. El bajo coste 
del papel en nuestros días no puede hacernos olvidar que este material no 
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llegó a Europa hasta el siglo X y fue a través de al-Andalus, y continuó 
siendo caro y escaso. La importancia de la cultura oral y la poesía didáctica 
como auxiliar de memorización debe ser considerada cuando se estudian 
otras épocas. Al-Qalasadi también escribió poemas didácticos. 


Para un musulmán la formación alcoránica no sólo es religiosa, también 
es jurídica y reguladora de la vida cotidiana. Hasta el reparto de herencias es 
un precepto. La legislación alcoránica en materia de sucesiones es muy enre- 
vesada y difícil, una mezcla de estudios de derecho y cálculo matemático. Al 
estudiar las fracciones en al-Qalasadí, será preciso tenerlo presente al igual 
que en los repartos proporcionales. El vestíbulo de la madraza granadina 
recrea en sus paredes un himno a la ciencia, no desmereciendo de la Alham- 
bra donde los poemas de ibn Zamrak contribuyen a resaltar lo bello: 


Todas las artes me han dado su belleza. Me han regalado su 
esplendor y perfección 


(Mirador del Lindaraja) 


El periodo de esplendor nazarí fue el siglo XIV, pero en el siglo XV 
siguieron destacando por los estudios jurídicos maliquitas (de Malik ibn 
Anas), uno de los cuatro ritos ortodoxos para los sunnitas, y que acepta 
interpretaciones personales de la ley religiosa si se contribuye al bien públi- 
co. En esos estudios jurídicos avanzados se sumergió nuestro Abul Hasan. 


LA GRANADA NAZARÍ 


Desmoronado el poder almohade, y avanzando rápidamente por el 
valle del Guadalquivir, las tropas castellanas de Fernando III, en 1238, un 
pequeño taifa va a usar la habilidad política para tener fortuna. Mohammed 
Ben Alahmar va a fundar la dinastía de los nazaries. Prestando sus servicios 
como vasallo del rey cristiano, ibn al-Ahmar ayudaría a la conquista de 
Sevilla, después pagará las parias, pero como tributario se ira haciendo 
fuerte ocupando sucesivamente las actuales provincias de Almería, Málaga 
y Granada. Teniendo que ceder sus tierras jienenses, se constituirá un 
brillante emirato que pervivirá por dos siglos y medio. 


Al-Ándalus quedará limitado a una franja de escasos 30.000 kilóme- 
tros cuadrados, muy montañosa, y por ello con escasos recursos agrícolas. 
El emirato acogerá refugiados moriscos de las zonas ocupadas por los cris- 
tianos, alcanzando una población de 300.000 habitantes, densidades muy 
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altas para la época, pero muy lejos de las fantasticas que se han propuesto 
para hacer de la reconquista una gesta mitica. 


Las tierras andalusies no eran aptas para cereales por lo que se cultiva- 
ban muy poco. En cambio se producia habas, judias y garbanzos. Para la 
exportación se generaba lino, seda, caña de azúcar, almendras, higos y uvas 
pasas. Apenas se criaba ganado vacuno; se comían gallinas y palomas. Las 
mulas y asnos eran de uso corriente. 


Desde 1278 se firmaron tratados comerciales con los genoveses. Los paños 
de seda de Granada eran muy apreciados y su lino de una calidad insuperable. 


Con esta economía diversificada, muy abierta a la exportación, con 
uso racional de la tierra y expertos artesanos, el reino nazarí dispuso de una 
moneda fuerte y acreditada, y pudo alcanzar momentos de esplendor. 


El siglo XIV fue para Europa de depresión demográfica y epidemias de 
peste. El reino castellano quedó asolado por la guerra civil interna. No ajena a 
las epidemias Granada tuvo a mediados de siglo su periodo más brillante. 
Con Yusuf I y sobre todo en el segundo mandato de Mohammed V se vivió 
una época fructífera, de paz y desarrollo del arte, la literatura y las ciencias. 
La Alhambra, los poemas de Zamrak y la obra del poligrafo al—Jatib son 
muestras de ese renacer islámico. La hegemonía cultural que irradiaba Grana- 
da se pone de manifiesto en los Reales Alcázares sevillanos mandados cons- 
truir por Pedro 1 y ejecutados por artesanos musulmanes. El llamado Rey 
Cruel, estaba tan atraído por la cultura árabe que hasta intento devolver sus 
tierras sevillanas (incautadas más de cien años antes) a ibn Jaldum, enviado 
como embajador por Mohammed V, según narra el propio historiador. 


En vida de al-Qalasadí, sin embargo, el emirato estaba desangrándose: 
las luchas entre zegríes y abencerrajes son más que leyendas románticas, 
son pruebas de una descomposición que se ira agravando. Entre 1417 y 
1447 hubo diez cambios de emir. En todo caso, en 1466, todavía Granada 
era una de las más grandiosas y bellas ciudades del Islam, y así la describe 
Abd al-Basit ibn Jalil que desde Egipto la visita. 


Bien por la propia inestabilidad del emirato o para cumplir con uno de 
los cinco pilares del Islam, como piadoso creyente, al-Qalasadí realiza la 
peregrinación a la Meca. Durante su viaje, como es habitual, amplía sus estu- 
dios y en particular en Tremecen se adentrará en la Aritmética, a la que había 
dado un fuerte impulso el matemático marroquí al-Banna, descendiente de 
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andalusies y que habia escrito la influyente obra Sumario de operaciones de 
cálculo, el célebre Taljis. 


PASEO POR LA GRANADA ALQALASADIANA 


La colina roja, la Alhambra, ha hecho de Granada una ciudad Patrimo- 
nio de la Humanidad, pero no es el único recuerdo de los lugares por los 
que caminaba al-Qalasadí. Los moriscos tuvieron que abandonar la ciudad 
hace sólo cuatrocientos años, los musulmanes la habitaron por novecientos. 


El poeta, médico, historiador, filósofo y visir de Mohammed V, ibn al- 
Jatib describía así la capital nazarita: Es una ciudad a la que rodean los 
jardines como si fuera el embozo de un bello rostro adolescente. Granada 
conserva su misterio aún desvelando sus secretos. 


Después de visitar la Alhambra, buscar otros restos islámicos parece 
superfluo. Para el matemático el juego de las teselaciones en la decoración 
y alicatados son un atractivo adicional. Para el ingeniero, el descubrimiento 
de la red hidráulica que tanto contribuye a la belleza no debe descuidarse. 
Para el mistico estelar, las bóvedas son motivo de exaltación. Los cuader- 
nos editados como Proyecto Sur contribuyen a iluminar lo que nuestros 
ojos son incapaces de ver ante tanto deslumbramiento. 


Y lo curioso es la pobreza de los materiales: yeso, ladrillo, madera, 
alicatados. Su buen uso junto al jardín y el agua consiguen el admirable 
efecto que tan bien describe ibn Layun, el teórico de la agricultura sobre los 
cármenes granadinos, en su Libro de la belleza y fin de la sabiduría. 


A al-Qalasadi no le estaría muy permitido disfrutar de la colina roja y pasa- 
ría sus días en la madraza ocultada hoy por el ayuntamiento viejo, en la plaza de 
la Aljama, en la mezquita mayor ocupada por la actual catedral, en el zoco, y 
hasta posiblemente haciendo uso del Bañuelo para su aseo. Quizá ayudó a cerrar 
algún trato con sus conocimientos aritméticos en la Casa del Carbón, y también 
cumpliría con su piadoso deber de la plegaría en la hoy ermita de San Sebastián, 
antiguo morabito de oración que no ha perdido su carácter. 


No sólo quedaron grabados los recuerdos en las murallas, palacios, 
puertas, baños, aljibes, palacios o casas en el Albaicín, también la Granada 
musulmana subsiste en los nombres de calles y barrios. Como más emble- 
mática, la calle Zacatin (de al Saqqatin-ropavejeros) y que fue llamada por 
los cristianos inicialmente como la de ropa vexa; o como Zanagat al Furn, 
hoy calle del Horno de la Merced. 
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2. La obra matemática de Al-Qalasadi 


Abul-Hasan fue muy prolifico, la Enciclopedia Islamica recoge como 
obra suya hasta cuarenta títulos, clasificados en cuatro apartados: aritmética 
y álgebra (12), repartos sucesorios (8), derecho maliquita (11) y gramática 
y otros (9). 


La popularidad de al-Qalasadí fue muy grande tanto en Oriente como 
en Occidente. Sus obras matemáticas tuvieron ediciones en imprenta toda- 
vía en El Cairo (1891) y en Fez (1897 y 1905). Existen manuscritos reparti- 
dos por las principales bibliotecas (Fez, Rabat, Túnez, El Cairo, Beirut, 
París, Argel, Madrid, San Lorenzo de El Escorial, y otras). 


La obra básica de aritmética y álgebra, el epitome titulado Se descubre 
el velo de la ciencia gubar (Los secretos de la aritmética), fue traducida al 
francés por Woepcke y publicada en 1859 en las Atti dell Accademia Ponti- 
fica dei Nuovi Lincei de Roma. 


La edición romana da a conocer a los historiadores y al gran público 
que el mundo árabe no estuvo al margen de la construcción de una lengua 
sincopada para el álgebra, y que después sería referencia para construir 
todo el edificio de la matemática sobre ella. 


Todavía hoy se sigue citando a al-Qalasadí como precursor de los 
intentos de conseguir una expresión algebraica reducida y simbólica. La 
obra de nuestro autor es muy anterior a la de Rudolff Stifel, y unos años 
anteriores al uso de Widmann de los símbolos + y —. La obra de Chuquet 
(1484) se le acerca más pero no fue divulgada en su época y por tanto no 
ejerció ninguna influencia. La Summa (1487) de Fra Luca Paccioli que 
utiliza R para raíz, co para cosa-incógnita y ce para censo, cuadrado de la 
cosa, tiene grandes similitudes con el libro de al Basti. 


Hoy conocemos que las simplificaciones alqalasadianas no son origl- 
nales pues ya habían sido usadas antes tanto en Oriente como en Occidente, 
pero hay tantos libros citándole que durante mucho tiempo seguirá disfru- 
tando del honor de figurar en la gran historia. Pero un pensador no requiere 
ser original para ser grande; como maestro Abul Hasan fue útil durante 
siglos y sus manuales han sido de uso corriente hasta nuestra época, 
iniciando en los secretos de los números a generaciones de escolares. 
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Son tan pocos los hombres de ciencia notables, que nacieran en la 
peninsula ibérica o sus islas, tan citados como al-Qalasadi, que merecen un 
recuerdo, apenas media docena: Isidoro, Lulio, Arnau, Servet, Alfonso X y 
Pérez de Moya. A estos nombres, al-Andalus suma colosos del pensamiento 
como Averróes, Maimonides, Azarquiel o ibn Jaldúm, hijo del exilio. Junto 
a ellos, en un modesto lugar situamos a al-Qalasadi. 


SE DESVELAN LOS SECRETOS DE LA CIENCIA DE LAS CIFRAS GUBAR 


La ciencia gubar, la ciencia del polvo, de la arena, no es otra que la 
aritmética con una introducción al álgebra. 


Los calculistas solían llevar una bolsita con arena (o harina) y un 
tablero. Derramando el polvo sobre la superficie de la tabla realizaban sus 
cálculos. Los números que se dibujaban sobre este polvo se llamaron núme- 
ros gubar y el arte de operar con ellos fue la ciencia gubar que da título a la 
obra de al-Qalasadí. 


Este libro de tan poético título es el que se va a describir. Para un 
musulmán desvelar los secretos de las cosas tiene un significado que va 
más allá del romántico descubrimiento de la amada, tiene un valor religio- 
so, Alá oculta las cosas para que los hombres justos las descubran. 


En castellano existe una amplia exposición de la obra aritmética de 
Abul Hasan comparada con la de otros autores en árabe como al-Banna y 
Alamuli realizada hace medio siglo por José Augusto Sánchez Pérez pero 
apenas hay nada sobre el álgebra ni siquiera una introducción. Resulta para- 
dójico que sea la escritura simbólica lo que ha dado fama a al-Qalasadi, y 
no se haya editado en nuestra lengua hasta hoy. 


Para escribir el resumen y la traducción del capítulo del álgebra se ha 
seguido la versión vaticana de Woepcke citada anteriormente y se ha contras- 
tado con los manuscritos de la Biblioteca de El Escorial (ms 853) y la más 
bella pero incompleta de la Biblioteca Nacional de Madrid (ms 5246). 


La copia del manuscrito escurialense esta encuadernada con cinco 
textos más de medicina y ciencia de las tradiciones de otros autores. El 
texto alqalasadiano está fechada en el 881 de la Hégira (1477). 


La versión incompleta de la Biblioteca Nacional es un bello manuscri- 
to encuadernado en piel (posterior) fichada en el catálogo de manuscritos 
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arabes como Descubrimiento de los secretos, que trata del conocimiento de 
los guarismos de Alkalzadi, ali ben Moh, ben Moh Alkoraxi. 


Los dos manuscritos arabes se pueden seguir sin conocimientos de 
esta lengua gracias al uso de las cifras gubar y los multiples esquemas de 
cálculo para operaciones, repartos proporcionales, falsa posición, álgebra o 
series numéricas. 


El propio autor indica en su obra que se trata de un resumen que lleva 
por título, Levantamiento de los embozos de la ciencia del cálculo. Estas 
síntesis eran muy habituales para acercar la materia a los estudiantes y en 
una época de decadencia donde se trataba de conservar lo esencial. 


Toda la obra es esquemática, se dice cómo operar y a continuación se 
exponen ejemplos numéricos. Su contenido es práctico. Lo que más se hace 
notar es la ausencia en el álgebra de ejercicios de enunciado o colección de 
problemas, en especial si se compara con el tratado de Abenbeder, cuyo 
texto bilingüe editó tan cuidadosamente José Augusto Sánchez Pérez. Se 
enseñaban pues, técnicas y no la forma de usarlas salvo que sean tan 
evidentes como los repartos proporcionales. 


LA ARITMÉTICA 


En estas breves líneas no se puede hacer amplia referencia a la ciencia 
de los números, cuyas bases están desarrolladas por las civilizaciones anti- 
guas: Sumer, Egipto, China, etc... Nos centraremos en el contexto musul- 
man del tratado alqalasadiano y en sus orígenes griegos e hindúes. 


Lo que hoy conocemos como aritmética elemental tenía escaso que 
ver con la ciencia de la Aritmética de la Grecia clásica o con el helenismo 
posterior. Separado el filosofo o matemático de las artes prácticas, el cálcu- 
lo con números —la logística— era una actividad inferior de mercaderes, 
impropia del sabio. 


La aritmética griega en su desarrollo pitagórico-platónico, y ene los 
Elementos euclídeos, trata de los números como entes de razón, objetos 
abstractos con propiedades asombrosas que hay que “descubrir”. A través 
de las escuelas pitagóricas y neoplatónicas se mantuvo durante siglos un 
concepto de aritmética mística que no termina con la cultura pagana pues se 
conserva en la edad media europea a través de los tratados tardo romanos 
con Boecio o Isidoro. 
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La aritmética pitagórica, y en especial la euclídea se incluirian hoy 
más en la llamada “Teoría de Números” que en un manual de Aritmética. 
Paradoja de la historia, la aritmética como término superior y de valor reli- 
gloso e iniciático se transforma con la irrupción de los matemáticos árabes 
en un término de la escuela elemental. 


También los libros de Diofanto llevan por título Aritmética, y no tiene 
nada que ver con Euclides o Pitágoras, y sí mucho con el álgebra elemental 
de hoy. Pero Diofanto fue un caso raro y tardío en la cultura griega, casi 
una anomalía. 


Los árabes clásicos tomaron sus conocimientos aritméticos de dos 
tratados de éxito: Los elementos de Euclides y la Arithmetica Theologume- 
na del neopitagórico Nicómaco de Gerasa (siglo I). Los elementos sistema- 
tizan el conocimiento geométrico griego de la época, pero con tres libros 
aritméticos (VII, VIII, y IX), aparte de la aplicación aritmética de los libros 
geométricos. La obra de Nicómaco es la más mística y volcada hacia la 
música según la entendían los pitagóricos. 


La otra corriente que nutrirá la aritmética árabe es la hindú. La 
temprana incorporación del sistema decimal posicional facilitó las opera- 
ciones de cálculo. Se produce así una fusión creativa de tradiciones: aritmé- 
tica y logística griegas (y bizantinas) con la numeración sánscrita. 


Como ha señalado el profesor Aballag de la Universidad de Fez, la 
herencia andalusí (y extensible a toda la árabe) incluye dos corrientes dife- 
rentes: la matemática filosófica y la religiosa. En la primera se refleja la 
tradición aritmética griega, y en la segunda la ciencia del cálculo y el álge- 
bra. Esta segunda corriente sera la dominante a partir del siglo XIII en 
Occidente, y una excelente muestra es la obra de al-Qalasadí. 


EL ÁLGEBRA 


Los escribas egipcios o babilónicos, especialmente estos últimos, ya 
resolvían con reglas prácticas expresadas verbalmente, problemas concretos 
de ecuaciones de segundo, tercer o cuarto grado y sistemas de ecuaciones. 
Ese arte pervivió por miles de años, y esa línea de pensamiento tuvo en 
Diofanto un exponente ejemplar. Los libros de la aritmética diofantica 
conservados son de una belleza especial por los métodos ingeniosos de 
resolución de ecuaciones. Como se ha mencionado el término “aritmética” 
no tiene en Diofanto (¿siglo IH, d.n.e.?) el mismo significado que en los 
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pitagóricos, para aquél significa encontrar el aritmos, la incógnita descono- 
cida y no el virtuosismo numérico-magico. 


El término “álgebra” entra en la historia a través del matemático de 
Bagdad, de la corte de al-Mamun (siglo IX), al-Jwarizmi, que escribe el 
Liber algebrae et almucabala, según la traducción latina segoviana de 
Roberto de Chester (1145). El libro de la restauración y la oposición es una 
sistematización en sels tipos de todas las ecuaciones posibles de segundo 
grado. El procedimiento consistirá en restaurar (álgebra, la eliminación de 
las excepciones-lo negativo), la agrupación de términos, y después contra- 
poner (almucabala-oposición). 


La palabra algebrista con su sentido amplio de restaurar o recomponer 
se integra en la lengua castellana también con el contenido de traumatólo- 
go. Y así aparece en El Quijote (... llegaron a un pueblo donde fue ventura 
hallar un algebrista con quien se curó el sansón desgraciado). 


Los seis casos de ecuaciones que resuelve al-Jwarizmi son: 


SIMPLES COMPUESTO 








ax? = bx x + bx =c 
ax? =c x? =bx +c 
bx =c x + ¢ = bx 





Pero el matemático arabe no lo expresa de forma simbólica sino literaria: 








SIMPLES COMPUESTO 
Cuadrado igual a raíz Cuadrado y raíz son iguales a número 
Cuadrado igual a número Raíz y número son iguales a cuadrado 





Raíz igual a número Cuadrado y número son iguales a raíz 


El término raíz se utiliza indistintamente con cosa Durante siglos, el 
álgebra fue llamado arte mayor o arte de la cosa en el Occidente cristiano. 


El álgebra árabe llegó muy lejos pues Omar Jayyan (siglo XII) siste- 
matizó las ecuaciones de tercer grado, y las resolvió mediante interseccio- 
nes de cónicas. 
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Con el Libro de algebra y almucabala, al-Jwarizmi establece un 
modelo de cuerpo de conocimiento que unido a su aritmética serán comen- 
tados y repetidos durante los siglos de decadencia islámica. Uno de los 
epigonos será al-Qalasadi. 


El paso del álgebra literal a la simbólica es un proceso largo. Ya 
Diofanto utiliza símbolos, también lo hacen los matemáticos hindúes, al 
igual que algunos árabes; tanto los occidentales como los orientales van 
introduciendo las iniciales de cosa, raíz, cuadrado, desconocido, etc. para 
simplificar la escritura. Hasta finales del siglo XVII no aparecen las expre- 
siones tal como las conocemos hoy. 


Cuando Woepcke traduce a al-Qalasadí en 1859 aparece como un gran 
adelantado en el progreso hacia el álgebra simbólica. Esa leyenda se 
mantiene aunque pierde fuerza, pero sí ayuda a poner de manifiesto cómo 
todavía en el siglo XV la matemática en árabe podía estar por delante de la 
latina. Un siglo más tarde las traducciones se realizaban a la inversa, y así 
la obra algebraica de Marco Aurel (de 1552), primera en lengua castellana, 
fue vertida al árabe en Marruecos. La historia nos depara estas curiosas idas 
y vueltas. Al igual que la ciencia griega que llega a Occidente dando la 
vuelta al Mediterráneo por el camino más largo. 


SIMILITUDES ENTRE EL LIBRO DE LA CIENCIA GUBAR Y EL LIBER 
ABACI 


Si hubiera que poner un nombre para indicar el inicio del saber mate- 
mático en Europa cristiana occidental, ese sería Leonardo Pisano, Fibonacci. 
Entre su obra conservada destaca el Libro del ábaco fechado en 1202, que 
en contradicción con su título no es una defensa del ábaco sino un tratado de 
aritmética decimal de posición. 


Fibonacci, hijo de un comerciante de Pisa, se educó en Argelia, y viajó 
por todo el Mediterráneo musulmán. La formación matemática de Leonar- 
do es por lo tanto la islámica del siglo XII, la de sus años de formación. 


La comparación de los contenidos de obras tan separadas en el tiempo 
como el Libro del ábaco y Se desvelan los secretos de la ciencia gubar, y la 
constatación de su similitud nos muestra la fosilización de la formación bási- 
ca en el mundo islámico. En tres siglos se mantiene la fidelidad a unos patro- 
nes tradicionales. En las épocas de decadencia encontramos comentaristas y 
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epigonos con el gran mérito de preservar un cuerpo de conocimientos que sea 
útil para impulsar nuevos avances en otras culturas. 


Repasando el contenido del Libro del ábaco nos encontramos con: 


PARTES 1-7: Sistema decimal posicional y operaciones comunes a 
enteros y fracciones. 


PARTES 8-11: Cálculos comerciales. Regla de tres simple. Repartos 
proporcionales. 


PARTES 12-13: Falsa posición. Progresiones y suma de series natura- 
les. Ecuaciones indeterminadas de primer grado. 


PARTE 14: La raíz cuadrada y operaciones con radicandos. 


PARTE 15: Introducción al álgebra. Fracciones continuas. Problemas 
geométricos de aplicación del Teorema de Pitágoras. 


Mientras que en Se desvelan los secretos de la ciencia gubar podemos 
agrupar en los siguientes apartados: 


INTRODUCCIÓN: Operaciones con enteros y repartos proporcionales. 
SEGUNDA PARTE: Operaciones con fracciones. 


TERCERA PARTE: Cálculo de raíces cuadradas y operaciones con 
radicandos. 


CUARTA PARTE: Proporciones (regla de tres simple). Falsa posición. 
Álgebra. 


CONCLUSIÓN: Progresiones y series de números naturales. 


El sistema de enseñanza de la aritmética era un arte consolidado en el 
siglo XII, y se mantuvo prácticamente inmutable hasta entrado el siglo XX 
en tierras de lengua árabe. Los andalusíes limitaron su aportación a la 
forma no al fondo. 
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3. Las cifras gubar 


El largo camino de la numeración es una historia apasionante. Su 
narracion es una de las prodigiosas aventuras de la humanidad. No puede 
dejarnos de asombrar que los diez guarismos que se aprenden en la infancia 
puedan ser tan prácticos y puedan encerrar gran parte de nuestra condición 
de seres humanos. 


Los pueblos primitivos sólo tenían palabras para pocos números. Con 
las civilizaciones agrícolas y los sistemas autocráticos o teocráticos se 
desarrollaban los sistemas de contabilidad y control que requieren una 
numeración eficiente y útiles sistemas de computación. 


Los sistemas posiciónales aparecieron tan tempranamente como estas 
civilizaciones. La notación sexagesimal posicional de los sumerios no logró 
el cero. Sólo con la cuña horizontal y vertical tenía un sistema tan eficiente 
que todavía las fracciones sexagesimales herederas de Sumer sirven como 
medida del tiempo o de los ángulos. 


El sistema posicional vigesimal de la cultura maya, con su aislamien- 
to, también nos sorprende. Su cero no es general, sólo para el tiempo y su 
admirable calendario. Pero en aquellos años ya en la India aparecía un 
punto o una indicación poética de vacío que consagra el sistema decimal 
posicional que hoy usamos. 


En algún momento del siglo V de nuestra era, los hindúes empiezan a 
escribir en sánscrito, y en orden inverso los nueve guarismos a los que 
añaden un punto para indicar el vacío. Ha nacido un instrumento maravillo- 
so de cálculo. En el siglo VI ya se usaba la celosía para multiplicar. 


Los numerales indios llegaron pronto a Bagdad. En las obras literarias 
del siglo VIII las referencias a las cifras son corrientes. La popularización 
en occidente de la numeración hindú proviene del éxito de las obras de al- 
Jwarizmi; precisamente la única copia de su libro sobre los números indios 
y su práctica se encuentra escrita en latín y el original árabe se ha perdido. 
La matemática se ha enriquecido con términos que provienen de al-Jwariz- 
mí, bien de su nombre o de su obra: algoritmo, guarismo, cifra, cero o álge- 
bra, y es más que posible que el uso de la X como incógnita tenga su origen 
en el sonido de la letra CHIN (4%), inicial de cosa. 
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Los guarismos indios no podian estar confinados en las bibliotecas. 
Eran una herramienta para comerciantes o calculistas. Las tablas de polvo 
donde se escribían dieron pronto nombre a los números adecuados para ser 
escritos sin confusión: las cifras gubar. 


Las cifras gubar primitivas de oriente sufren pequeñas transformacio- 
nes cuando pasan a occidente, y se mantendrán invariables durante siglos 
para los andalusies, coexistiendo con las cifras árabes clásicas. 


El códice vigilano del monasterio riojano de Albelda, datado en el año 
976 muestra como los mozárabes castellanos conocían estas cifras. Entre 
los números de Vigila y los dos manuscritos españoles de la obra de al- 
Qalasadí ya no existen diferencias. Los números que hoy utiliza la cultura 
occidental son los andalusies con la única evolución del cuatro y el cinco. 


La utilización por los cristianos de las cifras Árabes fue progresiva; la 
van extendiendo Gerberto de Aurillac (posterior Papa Silvestre II), el poema 
de Villedieu y sobre todo a través de la obra mencionada de Leonardo Pisano. 


A la explicación del uso de las cifras gubar se dedica la breve intro- 
ducción de al-Qalasadí a su obra aritmética. Y junto a la exposición del 
sistema decimal el agradecimiento a Alá y a Mahoma como era costumbre 
en todos los textos de la época. 





CIFRAS GUBAR 


e Orientales 


-EEPZLTFIEI 


e Occidentales 
ae Awe EP Zs J © 


e Códice Vigilano 
(Albelda, Rioja 976) 


1TZPULT82 





Evolución de las cifras. 
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Cifras gubar en un manuscrito de al-Qalasadí. 
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4. Operaciones con números enteros 


La primera parte de Se desvelan los secretos de la ciencia gubar está 
dedicada las operaciones con números enteros. Consta de ocho capítulos. 


4.1. LA SUMA DE ENTEROS 


El algoritmo utilizado por al-Bastí es exactamente el mismo que el 
actual para dos sumandos pero procediendo de abajo a arriba; el resultado 
tendría que aparecer en la parte superior según la descripción realizada. En 
la parte inferior se va escribiendo el arrastre de las decenas si existe. 


Veamos el último ejemplo del libro: 


Si os dicen: juntad sesenta y ocho mil setecientos sesenta y cinco 
con cuarenta y seis mil quinientos setenta y nueve, ponedlo asi: 


68765 
46579 


A continuación juntad el nueve con el cinco, resulta catorce; 
poned el cuatro encima de los dos números sumados, y colocar la 
unidad debajo del siete, y la juntáis con este y con el seis el resultado es 
de nuevo catorce; ponéis el cuatro encima de los dos números sumados 
y la mitad debajo del cinco (...). El resultado será 115344. 


La operación escrita íntegramente a la manera árabe en el ábaco de 
arena sería: 
115344 resultado 
68765 primer sumando 
16579 segundo sumando 
111110 arrastre de decenas 


4.2. LA RESTA DE ENTEROS 


La sustracción de enteros es, como la suma, una operación que se 
ejecuta de forma similar a como lo hacen los escolares de hoy. Los números 
negativos, excepciones en la terminología árabe, se resuelven mediante 
minuendos menores que el sustraendo. El resultado también se escribe arri- 
ba encima de la raya. Veámoslo en el ejemplo final del algoritmo: 
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Y si se dice: restad tres mil novecientos setenta y ocho de cinco mil 
setecientos dos, poned eso asi: 


5702 
3978 


A continuacion restad el ocho del dos; eso no se puede; entonces 
añadir diez al dos, resultará doce; restadle el ocho, quedara cuatro; 
ponedlo encima de la línea después añadid una unidad al siete; resulta 
ocho, restadlo del cero, (...). La resta será entonces mil setecientos vein- 
ticuatro, así: 1724. 


Poniendo el algoritmo en forma completa 


1724 
5702 
3978 
1 1 


4.3. LA MULTIPLICACION DE ENTEROS 


Para la multiplicación de enteros al-Qalasadí explica con ejemplos 
tres reglas generales, entre ellas la celosía, enrejado o cuadrícula que fue 
el método de mayor uso en el occidente cristiano durante siglos. Los 
otros dos son más similares al usado en la actualidad aunque más detalla- 
dos. Advierte nuestro autor que es preciso conocer de memoria el resul- 
tado de la multiplicación de cada cifra por cada una de las demás (tabla 
pitagórica). 


A los tres métodos generales hay que añadir los casos particulares de 
obtención del cuadrado de un número y las reglas de multiplicación para 
casos singulares. 


Al-Qalasadí no llega a exponer sistemáticamente el método de los 
escribas egipcios de multiplicación mediante duplicación sucesiva pero sí 
se da a entender que los seguían empleando si alguno de los multiplicandos 
lo facilitaba. 


Las reglas de multiplicación prácticas para números concretos deberían 
ser más utilizadas en la escuela en una época donde las calculadoras redu- 
cen el uso de los algoritmos tradicionales. Las reglas particulares sistemati- 
zadas son de gran ayuda para el cálculo mental, favoreciendo destrezas 
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aproximativas y estimulando el uso de la propia memoria en situaciones 
donde la calculadora no se encuentra a nuestro alcance. 


Procedamos a practicar la multiplicación. 


4.3.1. La multiplicación inclinada 


Algoritmo parecido al actual, procediendo de abajo a arriba y de izquier- 
da a derecha, escribiendo todos los productos parciales. Dejemos que lo expli- 
que nuestro autor: 


La práctica de esta operación consiste en colocar el multiplicador 
sobre una línea y encima de él multiplicando, de forma que la primera 
cifra del multiplicando se encuentra encima de la última del multiplicador. 
Se multiplican todas las cifras del multiplicador por las del multiplicando, 
y se va retrocediendo un lugar; así hasta que la operación se termine. 


Por ejemplo, si se dice: multiplica setenta y tres por cincuenta y 
dos, ponedlo asi: 





Es 
73 

Y colocad encima de los números una línea quebrada. A continua- 
ción multiplicad el siete por el cinco; resulta treinta y cinco; poned el 
cinco encima del siete y el tres delante. Después multiplicáis el tres 
igualmente por el cinco; resulta quince; ponéis el cinco encima de los 
dos números multiplicados y la unidad delante. A continuación reculdis 
el tres al lugar de las unidades, y el siete al lugar de las decenas, y 
multiplicais el siete por el dos; resulta catorce; ponéis el cuatro encima 
del multiplicador y la unidad delante. Después multiplicamos el tres por 
el dos, queda seis; lo ponéis encima de los números, a continuación 
trazad una línea encima de lo que resulta, y sumad encima de esta línea, 
lo que dará tres mil setecientos noventa y seis; ponedlo ast: 3796. 


Siguiendo el procedimiento literal, Abul-Hasan procederá así: 


3796 





37 


4.3.2. La multiplicación mediante los números de posición 


Procedimiento muy detallado que tiene en cuenta que al multiplicar una 
cifra por otra la posición que ocupa es la suma de las dos posiciones restando 
uno. Así, si se multiplica la tercera cifra de un número por la segunda el 
resultado ocupará la cuarta posición (o la cuarta y la quinta si el producto 
supera la decena). Así: 


Tercera posición ax 10? 
Segunda posición bx 10 
Producto ab x 10° 


Recogemos el ejemplo de al-Qalasadi, multiplicando 321 por 432. 


138672 
1 2 





4.3.3. Multiplicación con duplicación para números iguales 


Algoritmo particular que permite obtener el cuadrado de un número 
basándose en el cuadrado de una suma. Asi: 


(atb+c+...)? = a? + 2ab + b? + 2ac + 2bc + c? +... 





Por ejemplo si se os dice: multiplicad cuatrocientos treinta y ocho 
por sí mismo, poned eso así: 


4.3.8 


A continuación multiplicáis el cuatro por sí mismo; resulta dieci- 
séis; poned el seis encima del cuatro y la unidad delante. Después dupli- 
cáis el cuatro; resulta ocho, que lo pondréis debajo de los puntos, lo 
multiplicáis por tres, resulta veinticuatro. Poned el cuatro encima de los 
puntos y el dos delante. A continuación multiplicáis el tres por sí mismo, 
resulta nueve; ponedlo encima del tres. Después duplicáis el tres, será 
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seis, ponedlo debajo de los puntos que están a continuación! del tres y 
hacéis pasar el ocho debajo del tres. A continuación multiplicáis el ocho 
por ocho y el seis, y el ocho por sí mismo; poned lo que proviene de 
cada número encima de éste. Después sumáis los resultados; habréis 
obtenido él número buscado. Es ciento noventa y un mil ochocientos 
cuarenta y cuatro. Asi: 191884. 


Esquematizando el algoritmo, lo podemos escribir: 


191 84 4 
6 4 


4.3.4. La multiplicación mediante celosía o tablero 


El algoritmo del enrejado con diagonales es eficiente y sencillo, de ahí 
la generalización de su uso. En el siglo XVII, Neper automatiza el método 
mediante sus bastones, llenando Inglaterra con ellos, y con sus regletas de 
menor aplicación, de estas últimas el único ejemplar existente en el mundo 
se encuentra en el Museo Arqueológico Nacional de Madrid. 


El método de la celosía utiliza el ingenioso criterio de sumar en diago- 
nal los productos parciales, simplificando el cuidado que hay que tener con 
las posiciones. Veámoslo: 


Y si se os dice: Multiplicad trescientos cuarenta y dos por quinien- 
tos treinta y cuatro, ponedlo así: 




















182628 
5 3 4 
1 010x656 NO 8 12 
? a | 2 Ñ dy 








1. En árabe sería preceden. 
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Multiplicación en rejilla. 


(...) El resultado será ciento ochenta y dos mil seiscientos veintio- 
cho, así 182628. 


Puede verse cómo cada producto parcial se recoge en un cuadrado divi- 
dido por la diagonal. La parte superior contiene las unidades y la inferior las 
decenas. Sumando según las diagonales se obtiene el resultado global del 
producto. En el occidente cristiano se utilizarán diagonales perpendiculares a 
las islámicas y por ello las unidades se colocarán en el semicuadrado inferior. 


4.3.5. Reglas particulares 


Abul-Hasan nos ofrece un conjunto de reglas fundamentales que nos 
pueden satisfacer en un cierto número de casos. 


Se van a exponer con gran detalle por el interés que todavía conservan 
pese a su elementalidad: 
Todo número multiplicado por cero da cero. 
Todo número multiplicado por la unidad da ese mismo número. 
Para multiplicar un número cualquiera por dos sumarlo a sí mismo. 
Para multiplicar un número cualquiera por tres sumarlo a su doble. 
Para multiplicar un número cualquiera por cuatro doblarlo dos veces. 


Para multiplicar un número cualquiera por cinco, añadidle un 
cero y tomad la mitad. 


Para multiplicar un número cualquiera por seis, sumadlo la mitad 
de su producto por diez. 
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Para multiplicar un numero cualquiera por siete, anadid un cero y 
restadle su triple. 


Para multiplicar un número cualquiera por ocho, añadidle un 
cero y restadle su doble. 


Para multiplicar un número cualquiera por nueve añadidle un 
cero y restadle su valor, entonces obtendréis el número buscado. 


Para multiplicar un número cualquiera por noventa y nueve 
añadid dos ceros y restadle el nuevo resultado. 


Para multiplicar un número cualquiera por diez simplemente se le 
añade un cero, dos para multiplicar por cien. 


Para multiplicar un número cualquiera por once sumadle al 
mismo cambiado de un rango. 


Para multiplicar un número cualquiera por doce, colocad bajo 
este número el mismo con los rangos correspondiéndose, a continuación 
una tercera vez bajo los otros dos, pero de manera que las unidades de 
esta tercera vez correspondan a las decenas de los otros dos. Sumándolo 
todo, el resultado será el número buscado. 


Para multiplicar un número cualquiera por quince sumadle a su 
mitad y añadir un cero si es par; restadle una unidad y sumadle la mitad 
de este número, añadirle un cinco si es impar. 


Para multiplicar un número cualquiera por un número formado 


por dos cifras iguales multiplicad el número por una de estas últimas, y 
sumadle el resultado al mismo con cambio de rango. 


4.4. LA DIVISIÓN DE ENTEROS 


La práctica de la división en el manual de al-Qalasadí se reduce a diviso- 
res de una cifra. Dicha cifra se coloca debajo del dividendo, y se van buscando 
el número de veces que la contiene. 


Por ejemplo, si se dice: dividir ochocientos cincuenta y seis por 
cuatro ponedlo ast: 


8 5 6 
4 


A continuacion buscais un numero que colocaréis bajo el cuatro y 
que multiplicado por éste anulará el ocho, encontraréis que este numero es 
el dos. Después de esto haced avanzar el cuatro de forma que quede deba- 
jo del cinco; buscad un número a multiplicar por cuatro, encontraréis que 
es la unidad que colocaréis encima del cinco. Después haced avanzar otra 
vez el cuatro de forma que quede emplazado bajo el dieciséis y buscad un 
número que multiplicado por cuatro, encontraréis que es el cuatro. Enton- 
ces el resultado será doscientos catorce, así 214. 
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Reflejando el proceso en la tablilla de arena, se dibujaria asi: 
1 > Arrastre 
8 5 6 > dividendo 
4 4 4 > Divisor corrido 
1 


2 4 > cociente 


Si el resultado no es entero, se refleja en forma de número mixto. Así, 
si dividimos 579 por 8 el cociente es 3/8 72. 


Cuando el divisor tiene más de una cifra, se descompone en factores y 
se procede a la división sucesiva. Parece que no se contempla la división 
por números primos de más de una cifra. En todo caso esta división sucesi- 
va es muy importante como veremos en los apartados siguientes. 


4.5. DESCOMPOSICIÓN EN FACTORES DE UN NÚMERO ENTERO 


En esta parte del libro se recogen los criterios de divisibilidad que 
permiten descomponer un número en los factores que lo componen. 


Se explica, por ejemplo que si un número es par y es divisible por nueve 
lo es también por tres y por seis..., además de otras reglas semejantes. 


Las reglas de divisibilidad para la “reducción” de un número son las 
siguientes: 


Si el número termina? en cinco, tiene un quinto; y si termina en 
cero tiene un décimo, un quinto y una mitad. 


En cuanto a la reducción por nueve, sumad sus cifras como si 
fueran unidades y reducid la suma por nueve. 


Y si se os dice: reducid tres mil setecientos ochenta y seis, ponedlo 
ast: 3786. Sumad el tres, el siete, el ocho y el seis, resultará veinticuatro, 
al reducir nueve quedará seis. Entonces este número no tiene noveno, 
pero sí un tercio y un sexto. 


Tiene esencial interés por casi pérdidas los criterios de divisibilidad 
por ocho y por siete. 


Para la divisibilidad por ocho se presentan dos casos: 


— Si la tercera cifra del final es par, se suma a la última cifra el doble 
de la segunda. 


2. En árabe “comienza”. 
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Explicacion: 


a + 10b + 100(2c) + 1000d +...= a + 2b + 8 x (b + 25c + 125c +...) 
por ello sólo (a + 2b) debe ser múltiplo de ocho. 





— Si la tercera cifra del final es impar, hay que comprobar si la suma de 
la última, es el doble que la penúltima y cuatro es múltiplo de ocho. 


En efecto: 


at 10b + 100 x (2c + 1) + 1000d +..=a + 2b +4 + 8 x (b + 250 4 
12 + 125d +...) 


En cuanto a la reducción por siete se considera la primera cifra 
(mayor rango) como la decena y se la suma el número siguiente; Redu- 
cidle la suma por siete. A continuación añadid el resto considerándolo 
como decenas a la cifra siguiente, y así sucesivamente. 





Siguiendo el método con un ejemplo: 


Sea el número 5236, se reduce 52, queda 3 (al restar 49), se forma 33 
que se reduce a cinco, se forma 56. Al ser 56 divisible por 7, el número 5236 
tiene un séptimo. 


La justificación del algoritmo se encuentra en la descomposición esca- 
lonada de todo número en potencias de diez. 


...edcba = a + 10b + 10% + 10% +...= a + 10{b + 10 [c + 10 (d +...)]) 





La divisibilidad se puede comprobar por decenas empezando por la 
primera cifra. 


Obsérvese que el método para siete es totalmente general: puede usar- 
se para cualquier número, de cualquier número de cifras. 


4.6. DENOMINACIÓN 


El significado de ese término es: la división de un número peque- 
ño por un número grande. 

La práctica de esta operación consiste en descomponer el denomi- 
nador en los factores de los que esta está compuesto, y colocarlos sobre 
una línea, y dividir a continuación el numerador por estos factores uno 
tras otro. Obtendréis el resultado buscado. 


Esta operación nos es hoy totalmente extraña. Una rareza que en la 
aritmética árabe va a ser esencial. Veremos cómo la operación con raciona- 
les se realiza con estas “fracciones” especiales. 
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¿Qué sentido tiene esta operación? En una cultura donde se han 
implantado los decimales (fracciones decimales) con una notación cómoda, 
nos olvidamos de la dificultad de expresar por fracciones significativas los 
resultados de las divisiones. En efecto hasta Stevin (siglo XVI) de forma 
primitiva, y hasta la generación de las tablas de logaritmos en el siglo XVII, 
los resultados no se daban en fracciones decimales. 


La respuesta a la aritmética árabe que tenía que hacer gran uso de las 
fracciones fue desarrollo, esta “denominación”. 


La operación mediante ejemplos es sencilla. No es más que divisiones 
sucesivas por los factores del denominador, empezando por los menores. 


denominad setenta y cinco según ciento cuarenta y cuatro 


75 
En notación actual: 
144 


Descomponiendo en factores 144 según la forma árabe: 144=9x 8x2. 


Dividiendo sucesivamente: 














7 5|2 
1537|8 
1 548 
4 
u Pre 
Por ello: — = E 
144 9 
15 4 
Esta fracción escrita por al-Qalasadi es: 
2 89 


Y expresa que 75/144 se aproxima primero por 4/9 después por 4/9 
más 5/(9 x 8), y exactamente por 4/9 mas (5/(9 x 8)+1/(9 x 8 x 2)). 


En el capítulo de las fracciones veremos que los árabes llamaban a 
estas fracciones relativas, en términos actuales serían continuas ascendentes 
no infinitas. 


Pero el propio uso de la fracción continua, tan generalizado en otras 
épocas se encuentra hoy en proceso de extinción. 
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4.7. REPARTOS PROPORCIONALES 


En este apartado vamos a tener la oportunidad de apreciar una de las 
razones del éxito de la obra alcalasidiana. La utilizacion de una rejilla 
simple para proceder al reparto proporcional. 





Reparto proporcional. 


Utilizando un ejemplo del libro, vamos a repartir los diez dinares de 
ganancia entre tres socios Zaid, Beqr y Omar que aportaron 2 1/3, 3 '/, y 7 
dinares respectivamente. 


La resolución actual partiría de la suma 2 1/3 + 3 /,+ 7 = 77/6 y 
mediante proporciones lo que corresponde a cada uno sería: 





24x10 _140_20_ 9 








Zaid: x= = =— = 
77 77 11 U 
K 
deg EA 
77 77 11 ı 
% 
Omar: z= => = = 52 
% 
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El algoritmo de Abul-Hasan consiste en una rejilla con los siguientes 
pasos: 


Última columna (primera árabe): las cantidades aportadas. Arriba se 
pone el producto de los denominadores para suprimirlos. 


La penúltima refleja la supresión de los denominadores, y la suma de 
los tres números. 


La tercera recoge el resultado de dividir la penúltima por siete y se 
simplifica. 


La segunda refleja la parte entera que corresponde a cada socio (diez 
es la cantidad a repartir). 


La primera columna es la parte fraccionaria que recibe cada inversor. 


11 [10 [11 |77 [6 





La 
9 |1 f2 [14 (3% Zaid 





l3 
8 |2 |3 |21 2 Bear 





5 5 6 |42 |7 Omar 


























4.8. LA PRUEBA 


Para las cuatro operaciones bäsicas, nuestro autor utiliza como simpli- 
ficaciön los residuos de mödulo 7 para verificaciön. En lugar de la prueba 
del nueve, se hace la prueba del siete, menos cómoda. 
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5. Las fracciones 


La operación con fracciones y su uso tiene una larga historia. La 
maestria que se encuentra en el papiro Rhind nos da una idea del dominio 
de los escribas egipcios de los números racionales hace 4.000 años. 


En la obra de al-Qalasadí la representación del llamado número 
quebrado es la actual barra horizontal que separa numerador de denomina- 
dor. Pero la aritmética andalusí destaca por la variedad de tipos de fraccio- 
nes que emplea. 


5.1. ESPECIES O CLASES DE FRACCIONES 


Hay cinco especies de fracciones: fracciones simples, fracciones 
divididas en partes, fracciones relativas, fracciones heterogéneas, fraccio- 
nes sustractivas. 


La fracción simple es la que seguimos usando, numerador en el alto y 
denominador abajo. 


“Las fracciones divididas en partes son aquellas en las que la rela- 
ción es expresada hasta el último factor del denominador sin hacer uso 
de la partícula copulativa”. De esta forma define al-Bastí lo que para 
nosotros es un producto de fracciones. La ausencia de la conjunción 
copulativa muestra que son partes de las partes. En el ejemplo se entien- 
de muy bien. 


Si se os dice: convertid tres cuartos de cuatro quintos de siete 
octavos, ponedlo asi: 


A continuación multiplicais tres por cuatro y el resultado da siete. 
Resulta ochenta y cuatro que es el numerador total del problema, ast: 84. 
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Fracciones. 


Como los árabes escriben de derecha a izquierda la fracción esta 
invertida, hoy lo expresamos: 


También es destacable cómo no se multiplican los factores del deno- 
minador, eso es un atraso para ellos. Hemos visto la operación de denomi- 
nación, que es la forma habitual de expresar las fracciones para que sean 
significativas. Esa forma es el siguiente tipo. 


Las fracciones relativas son el resultado de la denominación. Para 
ellas se usa la conjunción copulativa, tal como lo hacemos hoy. 
Si se os dice: convertid cuatro quintos y tres séptimos de un quinto 
y cinco octavos de un séptimo de un quinto, ponedlo asi: 
5 3 4 
& 7 5 
A continuacion multiplicad el cuatro por el siete, resulta veintiocho. 
Sumadle el tres, sera treinta y uno, y multiplicadlo por ocho. Tendréis enton- 


ces doscientos cuarenta y ocho. Sumadle cinco. Tendréis como suma 
doscientos cincuenta y tres, que es el numerador total del problema, ast: 253. 
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O en expresiones actuales: 

















Las fracciones heterogéneas (“en desunión” para. A. Sánchez Pérez) 
expresan adición. La barra es discontinua. Así: 





4 2 7 2+4/5 7 
e | 
5309 3 9 


Para “convertir” esta fracción se opera de la misma forma que lo 
seguimos haciendo: 
a A OH 
539 5x3 9 5x3x9 





Por último las fracciones sustractivas, que a la vez son de dos tipos, 
separadas y continuas. 


Debido a la “aversión” a las excepciones, las cantidades negativas, se 
recogen estas fracciones sustractivas. El signo menos tiene su equivalente 
en al-Qalasadí, y es: Y 


La fracción sustractiva separada sería dos fracciones relativas separa- 
das por el símbolo de restar, por ejemplo: 








3 AA 8 ival 8+1/4 2+3/4 
7 5’7 9 equivale a A 

33 11 264 
Operando: ——~-——~= 


4x9 4x5 4x4x3x9 


En la fracción sustractiva continua el signo de diferencia se encuentra en 
el numerador, lo que significa que el denominador le afecta, por ejemplo: 
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. 5+1/3 1+4/5[5+1/3 
41415 equivale a: 
58 37 7 8 i 
Fracción que “convertida” es equivalente a: 332735 * 


5.2. LOS NÚMEROS MIXTOS 


La aparición de enteros asociados a fracciones en al-Qalasadí se 
produce de cuatro formas diferentes: Precediendo, sucediendo, en medio 
asociado al primero y en medio asociado al segundo término. Veámoslo: 


Precediendo?: actual número mixto 


1 341 443+13 
35 





Sucediendo: fracciones del entero. 


e 
4 8 8 





73 5  5+3/4 


En medio asociado al primero: 





7 al 4 ftl g4 
8 3 8 8 


En medio asociado al segundo. 


4.3 5 5+3/4 4 
-5— O x5— 
5 4 8 8 9 





5.3. SUMA DE FRACCIONES 


La suma de fracciones se realiza con el algoritmo actual: 


a c ad+bc 
=+== 
bd 





3. En árabe preceder es a la derecha. 
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Pero teniendo en cuenta que no hay reducción usando el mínimo 
común múltiplo de los denominadores y que las fracciones árabes son de 
distintos tipos, especialmente relativas, y une por ello deben ser “converti- 
das”, para terminar volviéndose a poner en forma mixta relativa. 


Si se os dice: sumad cinco sextos y tres cuartos de un sexto a tres 
séptimos y un quinto de un séptimo, ponedlo ast: 


25 
4 6 
13 


5 7 


El procedimiento para esta suma, simplificado es: 


5+3/4 3441/5 23 16 1189 12 5 2 
6 7 4x6 5x7 4x5x6x7 4 5 6 7 











Resultado que se obtiene mediante divisiones sucesivas: 


Puede verse como el orden de los restos son los numeradores. 


5.4. RESTA DE FRACCIONES 


La operación de restar se hace como la suma. El resultado siempre es 
positivo. 


Restad cinco séptimos y un tercio de un séptimo de ocho novenos y 
cuatro quintos de un noveno, ponedlo asi: 


4 8 
5 


9 
>) 


3 7 


La operación sería: 
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8+4/5 5+1/3 44 16 _ 
9 7 4x9 3x7 

_ 924 720 204 

"5x9 3x7 3x5x7x9 








Que tras la denominación queda: 


0 3 6 1 
3 5 7 9 





En la copia de San Lorenzo de El Escorial se ha suprimido el término 
— pues se puede simplificar, al ser 204 divisible por tres. 
3 


5.5. MULTIPLICACIÓN DE FRACCIONES 


La multiplicación consiste, como no podría ser de otra manera, en multi- 
plicar numeradores por numeradores y denominadores por denominadores. 


Las fracciones usadas son cualquiera de los tipos, pero especialmente 
relativas o mixtas. 


Si se os dice: Multiplicad tres cuartos y cinco sextos de un cuarto 
y tres séptimos de un sexto de un cuarto por cinco séptimos de tres cuar- 
tos de un quinto y un tercio de un cuarto de un séptimo; ponedlo ast: 


3 3 

7 6 4 
1 3 3 
3 4 7 


11480 
3x4x4x6x7x7 Que denomi- 





“Convirtiendo” y multiplicando queda 
nada queda: 
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5.6. DIVISION DE FRACCIONES 


La practica de esta operacion consiste en multiplicar al numera- 
dor total de cada una de las dos divididas una por la otra por los facto- 
res del denominador de la otra, y en dividir el producto del dividendo 
por el del divisor, después de haber descompuesto éste en los factores 
que lo forman. 


De esta forma, quizás farragosa, expresa al-Bastí la simple multiplica- 
ción en cruz de fracciones relativas. 


nage, 2 DÍ 6 2 
Asi para dividir aa entre a5 Se procedera asi: 
3+5/7 2+6/7 26 20 910 


4 5 4x7 5x7 7x8x10 





2 6 


lo que nos daria el número mixto: ————— 
q 7 8 10 


Es de subrayar como no se simplifica por diez sino por siete, de esta 
forma se llega a una fracción decimal. 


5.7. DENOMINACIÓN DE FRACCIONES 


La denominación entre enteros era una división que daba lugar a una 
fracción relativa. En el caso de fracciones es una división común sin espe- 
cial interés. 


5.8. RESTAURACIÓN DE FRACCIONES 


El término restaurar es djabr, nuestro álgebra. En este caso se trata de 
la cantidad (desconocida) por la que hay que multiplicar un número fraccio- 
nario “para” obtener otro. 


Así “para” consiste en saber qué número multiplicado por 4/9 da 2/3. 
Basta con dividir 2/3 por 4/9. 


4 18 ; : ; 0 2 
: 9 = —— , que en mixto relativa se convierte en: aca 


E 
39 3x4 
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5.9. BAJADA DE FRACCIONES 


La practica de esta operacion consiste en denominar la cantidad 
sobre la que se baja segun la cantidad bajada. 


Con esta expresión compleja se vuelve a la restauración o simple división. 


Por ejemplo, si se os dice: ¿Por qué cantidad bajaréis seis octavos 


para que se convierta en un medio? Poned eso así: 


Se trata pues de encontrar una fracción que “baje” /(haga mas baja) 


hasta 1 : 
2 





5.10. TRANSFORMACION DE FRACCIONES 
Por esta transformación entienden los andalusies el cambio de deno- 
minador. Se utiliza el término “cuantos”. 
“Por ejemplo, si se os dice: cinco séptimos y un séptimo de una 


mitad, ¿cuántos tercios octavos son? Poned eso así” 


1 5 Z 
— Cuantos ——. 
3 8 


— 


Es suficiente con multiplicar por tres y por ocho tanto numerador 
como denominador, y después denominar. 


5+1/2 3x8 E 264 
7 3x8 2x7x3x8 





P 0 8 
que en arabe es RE resultado que buscamos. 
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6. La ratz cuadrada 


En el lenguaje técnico el termino raíz (yidr) designa un numero tal que 
multiplicado por sí mismo viene a ser el número del que se busca la raiz. La 
raíz puede ser racional o irracional. Si un número termina! en dos, tres, siete, 
ocho o un número impar de ceros, eso indica que no se puede tomar la raíz 
del número. Es cierto entonces que el número no tiene raíz racional y sola- 
mente se puede tomar una aproximación según un método que será expuesto 
a continuación, si esa es la voluntad de Dios, cuyo nombre sea alabado. 


Mediante esta cita se pone de manifiesto no sólo el concepto de raíz 
cuadrada sino también la importancia de los métodos de aproximación, en 
particular el de tercer orden, de especial rareza. 


Evidentemente el cuadrado de un número entero sólo puede acabar en 
número par de ceros, | (cuadrados de 1 y 9), 4 (cuadrados de 2 y 8), 5 
(cuadrados de 5), 6 (cuadrados de 4 y 6) y 9 (cuadrados de 3 y 7). 


El valor negativo (excepciones) de la raíz no se contempla, pero en el 
segundo caso compuesto de las ecuaciones del segundo grado se suma y se 
resta el valor de la raíz. El Álgebra nos pone de manifiesto que la matemáti- 
ca clásica islámica no despreciaba la raíz negativa cuando tenía sentido. 


6.1. CÁLCULO DE RAÍCES CUADRADAS 


El algoritmo usado en la Granada nazarí para obtener la raíz cuadrada 
es el mismo que se viene usando. La diferencia radica en la colocación de 
los números. En la forma actual las operaciones se hacen a la derecha y 
debajo, y en las alcalasadianas se hacen abajo y arriba del número. 


La práctica de esta operación consiste en contar las posiciones de las 
cifras diciendo alternativamente “raíz, punto de raiz>, hasta el ultimo 
lugar; después hay que buscar un número que pondréis bajo el último lugar 
que multiplicado por sí mismo anule el número que esta encima de él, o se 
deja el resto. A continuación tomáis el doble del número que se ha multipli- 
cado por sí mismo y lo hacéis recular de forma que se encuentre debajo de 
la posición afectada por “punto raíz” y buscaréis un número que pondréis 
bajo la posición precedente afectada de “raiz”, el cual, multiplicado por el 


4. Comienza en árabe. 
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numero doblado y por si mismo haga anular lo que esta situado encima de 
el, o dejando un resto. Y asi continuamos hasta el final de la operacion. 


Vemos como el procedimiento comienza separando de dos en dos 
las cifras. Calcula el primer término significativo, y a continuación 
duplica y añade la nueva cifra. Tal como se viene haciendo durante 
siglos. Apliquemos la técnica del cálculo de la raíz cuadrada de uno de 
los ejemplos de nuestro libro. 


Raíz cuadrada de 133225: 


Restos 7 3 6 

Radicando 1 3 3 2 2 5 

Raíz 3 6 5 
6 

Duplicaciones 7 2 


6.2. APROXIMACION DE RAICES 


La aproximacion de raices cuadradas es uno de los apartados donde 
puede tener mas valor el resumen de al-Qalasadi. 


Se distinguen dos casos, cuando el resto es mayor que la raiz y cuando 
es menor. En términos actuales pondriamos: 


r É 
ar si rsa 
a 
a’+r= 
r+1 : 
a+—., si r>a 
2a+2 


El proceso consiste en obtener a, la parte entera de la raiz, por el 
procedimiento ordinario. Calcular el resto r, y compararlo con a. La parte 
fraccionaria se obtiene dividiendo r 6 (r+1) por 2a 6 (2a+2) respectivamen- 
te. Veamoslo präcticamente: 


— Raíz de 154: 





1 , 
Como 154=12?+10, su raíz es 12+ 5 = , que en árabe se escribe al 
x 


“ ae, 1 2 
denominar” como oa 
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— Raiz de 95: 


Como 95 = 924 14, su raiz será 9+ -9+5 it 
omo = , SU ralz sera 18+2 apa WE escrito en 


i 3 
árabe es: —9. 
4 
Es de destacar que en esta aproximación al-Qalasadi se separa del 
gran maestro de la aritmética árabe occidental al-Banna. La fórmula expre- 


sada retóricamente de este último es: 


si r>a. 





a’ +r =at 
a+ 


Aproximación conocida como bizantina. 


1 
Aplicando a nuestro ejemplo, la aproximación de al-Banna da 9 un . 


La aproximaciön detiene un error de uno por mil por defecto. La de al-Qalasa- 
di tiene un error tres veces menor por eXceso. 


2 
Al-Basti nos ofrece también el grado de aproximación, que es (=) 
para el caso r<a. 7 


SA 
En efecto: Va’ tr za SS , elevando al cuadrado vemos que 
a 


2 
r r . . 
a’+r=a’+ (=) + aT quedando como diferencia el error. 
a a 


6.3. APROXIMACION MAS EXACTA 


La operacion consiste en dividir la parte que representa el grado 
de aproximacion por el doble de la raiz y restar el resultado de la raiz. 
Lo que resta sera el resultado mas exacto. 


De esta forma literaria tan simple expresa al-Qalasadi una compleja 
formula: 
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Esta aproximacion tiene un gran valor historico. “Se levantan los 
velos de la ciencia Gubar” es el primer libro conocido que la contiene. 


Apliquemos la aproximación al cálculo de la raíz de seis. 
Kr Y 
=2+7% 5 


en primera aproximaciön. En la mäs exacta: 





Ai 
y Aa- 


x 
~ 29 
29% 
que expresado en forma de fracciön relativa es el valor de al-Basti: 
12, 
4 5 


Los errores cometidos son dos por ciento en la primera aproximaciön 
y dos por cien mil en la segunda. 


El procedimiento alcalasadiano es de gran belleza por su simetría, en 
esencial si estudiamos su origen, que es el desarrollo de la raíz en forma de 
fracción continua. 


Raíces cuadradas aproximadas por fracción continua 


o 
a? +r=a° +x +2ax 
x? +2ax=r 
x(x+2a)=r 

r 


x= 
x+2a 





En forma continua 


Va +r =a+ 4 


2a+ 
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Si tomamos hasta el tercer cociente obtendremos la expresion literal 
usada por Abul-Hasan. 


6.4. RAÍCES DE FRACCIONES 


Se utiliza el procedimiento de obtener la raíz del numerador y la del 
denominador, manteniendo la fracción. 


, i er . 1 4 A 
Así para calcular la raíz de la fracción relativa >, > Primero se retor- 


y 3 
na a su origen, z ; el resultado es A pues V49-3, Vi6=4. 


Cuando la raíz del denominador no es exacta se racionaliza. Así: 


pe 
b b b 


6.5. EL SIMBOLISMO DE LA RAÍZ 


Para operar con raíces cuadradas, al-Qalasadi utilizará la expresión 
. Per 3 > A F N. 
simbölica. Se recurre a la primera letra del término de la raiz (yidr) y se 
= 


: R 
coloca encima. Asi raíz de seis será 6 , en traducción: 6 


La guim árabe al unirse se escribe >. 


Hay que tener presente que el símbolo actual y procede de la defor- 
mación de la r, letra inicial de raíz. Lo que hicieron los autores cristianos es 
latinizar la expresión árabe. 


En algunos casos aparece en los manuscritos también una raya superior. 


6.6. SUMA Y RESTA DE RAÍCES 


Para estas operaciones se recurre a las expresiones, descritas en forma 
literal siguientes: 


La práctica de esta operación consiste en multiplicar uno de los 
números por el otro, tomad el doble de la raíz del producto que juntarás a 
la suma de los dos números; la raíz de la suma obtenida es el resultado. 
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Y en forma actual: 
Va+vb =Vatb+2Vab 
Ya-b=ya+b-2Nab 


Asi la suma de la raiz de tres y la raiz de doce serä: 


3x12=36 


7 = (36 =6 


3 a 12 Operando: 2x612 
3+12+12=27 


a 


El resultado es: 27 


Y si se os dice: restad la raíz de dos de la raiz de treinta y dos, 
ponedlo asi: 
a = 


32 2 
A continuación multiplicad los dos números, el resultado será sesen- 
ta y cuatro. Tomad dos veces la raiz que será dieciséis. Restadlo de la 
suma de los dos números, tendréis como resto dieciocho. Superponed a 
eso la palabra raiz. El resultado será entonces la raíz de dieciocho, ast: 


a 


18 





Raíces. 
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6.7. MULTIPLICACION DE RAICES 


La práctica de esta operación consiste en multiplicar uno de los 
números por el otro, y superponer al resultado la palabra raíz. 


En la expresión simbólica actual: Va vb =Jab 


Si fuera un número por una raíz: avb = a"b 


Como curiosidad de la complejidad aritmética de las raíces en el 
emirato nazarí, multipliquemos la raíz de seis por la raíz de la raíz de dos. 


a =o 72 


> 








O en expresiön de al-Basti: > 
6.8. DIVISION DE RAICES 
La aritmetica ärabe, utiliza de forma literal las siguientes expresiones: 


La práctica de esta operación consiste en dividir uno de los núme- 
ros por el otro, y superponer al resultado la palabra raiz. 


JalNb=Nalb 
alyb=Na’/b 
Jalb=Na/b 


6.9. RACIONALIZACION 
La aritmética de Abul-Hasan incluye casos de racionalización según la 
expresión: 
a _alb- Je ) 
bdo b-c 





Se utiliza una expresión que expresa el término actual de conjugado. 


Si se os dice: Dividid quince por tres y la raíz de dos, multiplicad 
el dividendo por el conjugado del divisor, que es tres menos la raíz de 
dos. Obtendréis como resultado cuarenta y cinco menos la raíz de 
cuatrocientos cincuenta, ast: 
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ES 
- 


450 y 45 


A continuación elevad al cuadrado cada uno de los dos números, 
eso será nueve y dos, restadlos, tendréis siete. Dividid por ello (...) asi: 


a 
6 
77 7 


En efecto: 


15 _15B-4/2) _45- 15140 AS 450 - 
3+V¥2 9-2 


6.10. CASO PARTICULAR 


El virtuosismo de la operación con raíces cuadradas alcanza su máxi- 
mo con la transformación que expresada de forma actual es: 








Con ejemplos de estos cálculos termina la parte dedicada a las raíces 
por al-Basti. 
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7. La determinación de lo desconocido 


En la parte de su epitome aritmético algebraico, al-Qalasadí expone la regla 
de tres simple directa o proporciones, el método de falsa posición y el álge- 
bra. En este capítulo trataremos de las dos primeras técnicas, mereciendo el 
arte de la restauración-oposición un apartado específico. 


7.1. LAS MAGNITUDES PROPORCIONALES 


Las magnitudes proporcionales se definen de los términos actuales: 
dados cuatro números son proporcionales si... 


La razón del primero al segundo es igual a la razón del tercero al 
cuarto; y el producto del segundo por el tercero es igual al producto del 
primero por el cuarto. 


Los números de las proporciones aparecen separados por los tres 
puntos, que actúan en al-Bastí como un separador universal y sólo excep- 
cionalmente y según contexto como equivalente al signo de adición que 
aparece en algún texto medieval. 

4 


; vy 8 . 
Asi para expresar la proporciön y D’ nuestro autor escribe: 


12.8.6. 4 


Expresiones que han coexistido hasta el siglo XIX con la más habi- 
tual. 4:6::8:12. 


Si uno de los dos términos extremos es desconocido, formad el 
rectángulo de los dos términos medios y dividid el resultado por aquel 
de los dos extremos que es conocido. 


De esta forma nuestro autor muestra cómo calcular la magnitud 
proporcional desconocida. Es de destacar que utiliza una letra como símbo- 
lo: la guim, inicial del verbo yahala (ignorar) Asi: 


1.83.12 .. 7 


Se resuelve mediante el producto de 84 por 12 y dividiendo el resulta- 
do por 7. 
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7.2. LA OPERACION CON LOS PLATOS DE LA BALANZA 


El método de la falsa posición en al-Qalasadi se esquematiza con un 
diagrama que dé nombre a la operación árabe: platos de la balanza. Nuestro 
autor no aporta nada original pues al-Banna el marroquí descendiente de 
andalusíes lo expone exactamente de la misma forma un siglo antes. 


Como en el resto del breviario, no se aporta ninguna explicación o 
demostración del porqué del procedimiento, si bien en el “Talkis” del 
marroquí parece que se esboza la base teórica del algoritmo, que hoy es el 
método de Newton para encontrar los ceros de una función. 


Veamos uno de los ejemplos del andalusí: 


Si se os dice: una cantidad cuyo tercio y su cuarto usados hacen vein- 
tiuno en la cumbre, y tomad para el primer plato doce y para el segundo 
veinticuatro, ast: 








7 14 


A continuación comparáis con las dos partes de doce el número que 
se encuentra en la cima. Encontraréis que la diferencia es catorce. Poned 
eso debajo del plato. A continuación hacéis lo mismo para el segundo 
plato. Encontraréis que la diferencia es siete. Después multiplicdis la dife- 
rencia del primer plato, catorce, por lo que se encuentra en el segundo 
plato, obtendréis trescientos treinta y seis. Guardad eso. Después multipli- 
cáis la diferencia del segundo plato, siete, por lo que se encuentra en el 
primer plato. Resultará ochenta y cuatro. Restad eso de la cantidad guar- 
dada. Restará doscientos cincuenta y dos. Dividid eso por siete que es la 
diferencia entre el error del primer y el segundo plato. Habréis obtenido 
treinta y seis que es el número desconocido. 


En términos actuales se trataría de encontrar el cero de la función 


f()=2-C+D 


Dando dos valores cualesquiera, 12 y 24, por ser divisibles entre doce, 
y encontrar los valores de la funcion: 


£(12)=14 
f@4)=7 


64 


14624-7012 
14-7 


36 





Con ello x= 


En síntesis, el procedimiento usando el simbolismo algebraico de hoy es: 


f (x) = b-ax 


Xo X} 


Fix) F(X) 


x= Xo f(%,)- xf (xo) 
Sœ- f) 








Esquema para falsa posición. 
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8. La restauración y la oposición 


El término árabe al-yabr, >= dI , usado para expresar la restauración 
del orden natural de las cosas sirve hoy para dar nombre a toda una rama de 
la matemática, que además es la instrumental. También traducido como el 
arte de la reducción, el álgebra alcalasadiana no aporta ningún concepto 
nuevo a la sistemática de al-Jwarizmí, pero sí incorpora el simbolismo 
sincopado que constituye el eslabón hacia el álgebra simbólica moderna. 


Por el interés, y por reconocimiento al postrer matemático andalusí se ha 
incorporado íntegra la traducción de los apartados del álgebra del bastetano. 


Los símbolos usados por al-Qalasadí son las consonantes iniciales o 
finales de los términos que expresan cosa, cuadrado, cubo o igual; esas 
letras se colocan encima de los números salvo el igual que separa... 


Para la incógnita se utiliza la inicial de cosa que en árabe es “say”, 
cuya inicial es s (chin), que se escribe (4, o sólo con los tres puntos. 


Para el “cuadrado de la cosa”, se utiliza la inicial de “mal” (cuadrado), 
la letra mim, que se escribe É al finalo « al inicio. 


Para el “cubo de la cosa” se utiliza la letra “kaf”, que es la inicial de 
“kab” (cubo), y en árabe J. 


La letra “lam” agrandada, última consonante de “adala” (igual) permite 
separar brillantemente los dos términos de la ecuación. La letra lam árabe es J . 


Como ejemplo, la ecuación x? = 8x + 20; se expresa: 


OS A 
20 8 J 1 


En pocas paginas, al-Qalasadi expone los seis casos posibles de ecua- 
ciones de segundo grado y el algebra de los polinomios: suma de especies, 
su resta, multiplicación y división. 


También se puede observar en manuscritos conservados en España el 
uso del símbolo para el signo menos, la negación árabe, el lam-alef, pareci- 
do a una V mayúscula ( y ). 
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9. Suma de progresiones y sucesiones 


El breviario andalusí termina con la suma de algunas progresiones y 
series naturales. Estas sumas ya eran conocidas por los griegos y bizanti- 
nos, y llegaron a occidente a través de los aritméticos árabes. Estas suce- 
siones interesaron a Leonardo Pisano que incluye las recurrentes en el 
siglo XIII. 


9.1. PROGRESIONES GEOMÉTRICAS 


La primera suma es la progresión geométrica a, = 2". Al-Qalasadí 
conoce el problema de los origenes del ajedrez, y constata que su término 
es la suma de todos las anteriores menos la unidad. Así: 


Sorte] 


Lo que hace al-Qalasadí es utilizar el principio de la inducción para 
construir la ley de formación u de la suma, y termina dando reglas verbales 
pero generales. 


Así para la suma de los términos de cualquier progresión geométrica 
lo que hace es: 


I. Resta del último término el primero. 

II. Multiplica el resultado por el primero. 

III. Divide por la diferencia del segundo y el primero. 
IV. Suma el último término. 


En formulación actual: 


$ a,r TA 
que es equivalente a: S, = a 
p- 
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9.2. PROGRESIONES ARITMETICAS 


Para las progresiones aritméticas al-Basti utiliza la expresión verbali- 
zada de: 


S, = ((a-1)d +24) 


. ata 
Que es equivalente a la moderna: S, =p 


9.3. SUMA DE LAS POTENCIAS DE LA SERIE DE LOS NATURALES Y 
OTRAS 


Las expresiones verbalizadas que utiliza al-Qalasadí son: 
Sn GA 
En =o" 


El libro termina con la expresión para hacer la sima de los cubos de 
los primeros impares: 


> Qr-1"=[Qr-D]* (2) @n-D]-1) 


Expresión que oralmente se puede leer como: 


La suma de los cubos de los impares es la “suma de los impares 
por su doble menos uno”. 


Y como terminación del libro: 


“Esto es el fin de lo que nos hemos propuesto decir 
sobre esta materia. Roguemos al Señor que sirva de prove- 
cho a todos los que se ocupen de ello”. 
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Traduce 






CUARTA PARTE DE 


“Se desvelan los secretos 
de la ciencia de las cifras de polvo: 
sobre la determinación de lo desconocido” 


CAPÍTULO TERCERO 
La restauración y la oposición 


Esta ciencia está basada en tres especies, a saber: los 
números, las cosas y los cuadrados. A estos se juntan, otras 
veces, los cubos. Los números no tienen vestigio', el grado 
de las cosas es uno, el grado de los cubos es tres. Entre 
estas especies, sólo es conocido el número. La cosa y la raíz 
tienen el mismo significado y designan algo desconocido. 
El cuadrado es lo que resulta de la multiplicación de la cosa 
por ella misma, y el cubo es lo que resulta de la multiplica- 
ción del cuadrado por su raíz. La restauración? es en 
lenguaje técnico la acción de eliminar la parte negativa? y 
lo que conlleva, y restituir eso con la cantidad igualada que 
se halla en el otro miembro. La oposición” y la igualación 
son las acciones de examinar los términos del problema, 
unos relativos a los otros, y de agrupar cada especie con su 
semejante: la negativa de la positiva; y lo positivo es lo que 


1. Vestigio: grado: exponente de la incógnita. A partir de ahora se utilizará la 
palabra grado. 


2. El término árabe es al-djbr. 
3. Se designa la parte negativa en el texto por la excepción. 


4. El término árabe es al-moká-balah. 


73 


ax?=bx 
ax?=c 

bx =c 
x’+bx=c 
x?+c= bx 
x’=bx +c 


4x?=12x 


18x?=72 


precede a la particula de la negacion, y lo negativo es lo 
que sigue. 


El algebra estudia seis casos, tres simples y tres compues- 
tos. De los tres simples, el primero es: “unos cuadrados son 
iguales a unas raices”; el segundo: “unos cuadrados son igua- 
les a un número”; y el tercero: “unas raíces son iguales a un 
número”. En cuanto a los tres casos compuestos, en el primero 
es el número el que se encuentra aislado, en el segundo es la 
raíz, y en el tercero es el cuadrado. 


En los tres casos simples, la operación consiste en dividir 
(por el coeficiente) del cuadrado lo que está igualado a esos 
cuadrados, y por (el coeficiente) de la raíz en el caso de no 
haber cuadrados. El resultado en el primero y tercer caso es la 
raíz y en el segundo el cuadrado. 


Ejemplo del primer caso: si os dicen: cuatro cuadrados 
son iguales a doce cosas, escribid esto así: 


> 


a ? 
12 ð 4 


A continuación dividid por (el coeficiente) del cuadrado 
lo que está igualado al cuadrado; obtendréis tres como resul- 
tado, que es la raíz. Por tanto el cuadrado es nueve, y cuatro 
cuadrados son treinta y seis, y doce raíces del cuadrado son 
lo mismo. 


Ejemplo del segundo caso. Si os dicen: dieciocho cuadra- 
dos son iguales al número setenta y dos, escribidlo así: 


a 
72 d 18 


A continuación dividid por (el coeficiente) del cuadrado 
lo que se iguala al cuadrado; obtendréis como resultado cuatro, 
que es (el valor) de un cuadrado; y dieciocho cuadrados son 
iguales a setenta y dos. 
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Ejemplo del tercer caso. Si os dicen: cinco raices son 
iguales al numero sesenta, escribidlo asi: 


> 


oe 
60 d 5 5x=60 


A continuacion dividid lo que esta igualado a las cosas 
por (el coeficiente) de éstas. Se obtendra doce, que es la raiz 
del cuadrado. Este (el cuadrado) sera ciento cuarenta y cuatro 
y cinco veces la raiz sera sesenta. 
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CAPITULO CUARTO 
Los casos compuestos 


El primer caso es aquel que el número está solo. La resolu- 
ción consiste en elevar al cuadrado la mitad (del coeficiente) de 
las cosas añadiendo lo que resulta al número; después se debe 
hacer la raíz cuadrada de la suma, y a esto restadle la mitad del 
coeficiente de las cosas. Lo que queda es la raíz del cuadrado. 


Por ejemplo, si os dicen: un cuadrado y diez cosas son 
iguales al número cincuenta y seis, escribidlo así: 
he 
56 Jð 10 1 


A continuación elevad al cuadrado la mitad del coeficien- 
te de las cosas; esto dará veinticinco. Añadid esto al número; 
esto dará ochenta y uno. Haced la raíz cuadrada, dando nueve. 
Restad la mitad (del coeficiente) de las cosas, obtendrá cuatro 
como resultado, que es la raíz del cuadrado. Este (el cuadrado) 
será dieciséis, y diez raíces del cuadrado serán cuarenta. 


El tercer caso es el del cuadrado solo. La resolución consis- 
te en elevar al cuadrado la mitad (coeficiente) de las cosas, 
añadiendo de nuevo el resultado al número, tomando otra vez la 
raíz cuadrada de la suma, y añadiendo por último otra vez la 
mitad (del coeficiente de las cosas). Lo que se obtiene es la raíz. 


Por ejemplo, si os dicen: un cuadrado es igual a ocho 
cosas y al número veinte, escribidlo así: 
O e 
20 8 J 1 


A continuación elevad al cuadrado la mitad (del coeficien- 
te) de las cosas, esto dará dieciséis. Añadid esto al número; esto 
dará treinta y seis, esta raíz es seis. Añadidle la mitad (del 
coeficiente) de las cosas, esto dará diez; que será la raíz del 
cuadrado, siendo este cien; y ocho veces la raíz serán ochenta. 
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x’+bx=c 


x= (5) +0-2 


x°+10x=56 


x*=bxtc 


x= EY +e+ 


x’=8x+20 


x’+c=bx 


2 


b 


2 


x2+20=12x 


CASO DE 
DISCRIMINANTE 
NULO 


x2+16=8x 


CASO DE 
DISCRIMINANTE 
NEGATIVO 


Y <c 


El segundo caso es el de las raíces solas. Este caso tiene dos 
respuestas, una se obtiene por suma y la otra mediante resta. La 
resolución consiste en elevar al cuadrado la mitad (del coeficien- 
te) de las cosas, restando del resultado el número, tomando la 
raíz cuadrada de lo obtenido. Si se añade a la mitad (del coefi- 
ciente) de las cosas se obtiene la mayor de las raíces del cuadra- 
do; si se restara se obtendría la menor de las raíces del cuadrado. 


Por ejemplo, si os dicen: un cuadrado y el número veinte 
son iguales a doce cosas, escribidlo así: 


h 


o ê 
12 Jd 20 1 


A continuación elevad al cuadrado la mitad (del coeficien- 
te) de las cosas; esto dará treinta y seis. Reste el número, dará 
dieciséis. Tomad la raíz, quedará cuatro. Si lo sumamos a seis 
que es la mitad (del coeficiente) de las cosas, dará diez; que es 
la mayor de las raices del cuadrado, que es cien. Y si le restamos 
cuatro a la mitad del coeficiente de las cosas obtenemos dos que 
es la menor de las raices del cuadrado, que es cuatro. 


Explicación adicional. Si el resultado de elevar al 
cuadrado la mitad (del coeficiente) de las cosas es igual al 
número, sepan entonces que la mitad es la raiz, y que el 
cuadrado es igual al número. 


Por ejemplo, si os dicen: un cuadrado y el número dieci- 
séis son iguales a ocho cosas, escribidlo así: 


El 


os é 
8 J 161 


A continuación elevad al cuadrado la mitad (del coefi- 
ciente) de las cosas. El resultado será dieciséis que es igual al 
número. No hace falta por tanto seguir. 


Si al elevar al cuadrado la mitad (del coeficiente) de las 
cosas el resultado es más pequeño que el número sepan que el 
problema es imposible; como es que un cuadrado y el número 
veinte sean iguales a seis cosas. 


Si en uno de los casos compuestos se encontrara mas de 
un cuadrado, debéis dividir cada uno de los términos por el 
numero de cuadrados contenidos (en la ecuación). 


Por ejemplo, si os dicen: seis cuadrados y doce cosas son 
iguales al número noventa, escribidlo así: 
da 
90 J 12 6 


Seguidamente dividid todo lo que aparece en el problema 
por seis. Obtendréis como resultado: un cuadrado y dos cosas 
son iguales al número quince, (problema) que pertenece al 
primero de los casos compuestos, el cual es el cuarto (de los 
seis casos). La raíz será tres, el cuadrado nueve. 


Y si os dicen: cuatro cuadrados y el número cuarenta y 
ocho son iguales a treinta y dos cosas, escribidlo así: 
Qi e 
32 d 48 4 


A continuación dividid todo lo que aparece en el proble- 
ma por cuatro, obtendrán como resultado: un cuadrado y el 
número doce son iguales a ocho cosas. Esto corresponde al 
quinto caso. 


Y si os dicen: tres cuadrados son iguales a doce cosas y el 
número sesenta y tres, escribidlo así: 


A continuación dividid todo lo que aparece en el proble- 
ma por tres. Obtendrán como resultado: un cuadrado es igual a 
cuatro cosas y el número veintiuno. Esto corresponde al sexto 
caso. La raíz es siete y el cuadrado cuarenta y nueve. 


[1] 


er pra eS pay 
pd a! 
bed bed hed had 


[1] 
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6x°+12x=90 


4x?+48=32x 


3x?=12x+63 


1/2x?+x=7 1/21, 


Si en estos problemas se encuentra menos de un cuadra- 
do (entero), buscad (una cantidad) que multiplicada por (el 
coeficiente) del cuadrado, de manera que éste, se convierta en 
una unidad; multiplicad todo lo que tenéis de cosas y números, 
por la cantidad que habéis multiplicado el cuadrado. 


Por ejemplo, si os dicen: la mitad de un cuadrado y una 
cosa son iguales al número siete y medio, escribidlo así: 


Aa 
1/27 y 112% 


A continuación multiplicad la mitad del cuadrado por 
dos, y obtendréis un cuadrado completo; y multiplicad igual- 
mente la cosa por dos y el número. Entonces (el problema 
propuesto) se convertirá en un cuadrado y dos cosas son igua- 
les al número quince, lo que pertenece al cuarto caso. 
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CAPITULO QUINTO 
La suma de especies diferentes 
o del mismo género 


En cuanto a la suma de especies del mismo género, esta 
suma no ofrece ninguna dificultad, como (la suma) de núme- 
ros con sus análogos, y de la misma forma que (la suma) de las 
cosas, de cuadrados y de cubos con sus análogos. 


En cuanto a (especies) diferentes, se quedan como están, 


cc,” 


y su suma se expresa mediante la conjunciön “y”. 


Es como si os dicen: sumad el nümero cuatro y seis cosas a 
ocho cuadrados y diez cubos. Direis el nümero cuatro y seis 
cosas y ocho cuadrados y diez cubos. Pues el grado de cada una 
de estas cantidades es diferente del de las cantidades añadidas. 


[1] 
[1] 


(po Lor Lor Loma] 
pd = pd a! 
hd hd heed bed 


Si en una de las dos (cantidades) sumadas, o en las dos, 
se encuentra una excepción!, dejadla tal como está, añadid 
cada especie a su semejante y sumad lo que es de una especie 


ceos 


diferente mediante la conjunción de ligazón “y”. 


Por ejemplo, si os dicen: añadid tres cuadrados y el SIGNO MENOS: 
número cinco menos seis cosas, al número tres y cuatro y equivale a — 
cuadrados y seis cubos menos cuatro cubos, escribidlo así: 


os ê 

6 y5 3 3x?+5-6x 

a da. 

4 y6 4 3 3+4x7+6x3—4x3 


1. El término “excepción” en árabe expresa los negativos. 


sl 


8+7x7+2x3_6x 


A continuación se restan los cubos de sus análogos, 
añadan cada especie a su semejante, sumen lo que es de una 
especie diferente por medio de la conjunción copulativa y 
dejen las cosas tal como están. Se obtiene el número ocho, 
siete cuadrados y dos cubos menos seis cosas, así: 
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CAPITULO SEXTO 
La resta 


Esta (operación) es muy semejante a la suma, pues la 
resta de una especie de su análoga es evidente, y (la resta de 
una especie) de otra especie se hace mediante la partícula que 
expresa la excepción (menos). Por lo tanto si os dicen: restad 
cuatro cosas de seis cuadrados, diréis: el resto es seis cuadra- 
dos menos cuatro cosas. 


Si en una de las dos (cantidades) restadas una de otra, o 
en las dos, se encuentra una excepción, restaurar cada una de 
las dos (cantidades) restadas una de la otra, y restad después 
de esto, el más pequeño del más grande. 


Por ejemplo, si os dicen: restad seis cuadrados menos tres 
cosas, de ocho cubos menos el número cinco, escribidlo así: 


d 
5 y 8 
Å ? 
3 y 6 


Seguidamente se restaura el problema, lo que se hace 
añadiendo la (cantidad) excepción de cada uno de los lados, al 
otro lado. Será entonces como si os hubieran dicho: restad el 
número cinco y seis cuadrados, de tres cosas y ocho cubos. 
Debéis hacer la excepción (cambiar el signo) de lo que está 
restado (el substraendo) de aquello que se está restando (el 
minuendo), y el resto será tres cosas y ocho cubos, menos el 
número cinco y seis cuadrados, así: 
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8x5 


6x23x 


3x+8x3-5-6x? 


CAPITULO SEPTIMO 
La multiplicacion 


La práctica de esta operación consiste en multiplicar uno 
de los dos números por el otro y en sumar los dos grados; lo 
que se obtiene (por esta suma) es el grado del resultado de la 
multiplicación. 


Si se multiplica una especie por un número el resultado 
es exactamente de la misma especie. 


Si se multiplica lo excedente! por lo excedente, el resulta- 
do es excedente. De la misma forma, el deficiente? por el defi- 
ciente es excedente. Y si se multiplica el excedente por el defi- 
ciente o el deficiente por el excedente, el resultado es deficiente. 
El excedente es lo que precede a la excepción, y el deficiente es 
lo que sigue al término “menos”. 


El resultado de la multiplicación de las cosas por ellas 
mismas son cuadrados. El resultado de la multiplicación de las 
cosas por los cuadrados son cubos. El resultado de la multipli- 
cación de las cosas por los cubos son cuadrados-cuadrados 
(bicuadrados). Este es el resultado de los cuadrados por ellos 
mismos. Los resultados de la multiplicación de los cuadrados 
por los cubos son cuadrados-cubos, porque la suma de los dos 
grados es cinco. El resultado de la multiplicación de los cubos 
por ellos mismos son cubos-cubos (bicubos). Se añade para el 
cuadrado dos y para el cubo tres. 


Entonces si os dicen: multiplicad ocho cosas menos el núme- 
ro cuatro, por seis cuadrados menos tres cosas, escribidlo así: 


> 


OS 
4 y 8 


Já e 
3 y 6 


1. El término “excedente” equivale a positivo. 


2. El término “deficiente” equivale a negativo. 
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ax"ebx"=abx""" 





O OA) 
OE) 
OO 
O N-O 
8x—4 

6x23x 


12x+48x348x? 


A continuación multiplicad el ocho por el seis. Obten- 
dréis cuarenta y ocho cubos, porque el grado resultando es 
tres. Guardad esto. Después de esto multiplicad de nuevo ocho 
por las tres cosas. Obtendréis veinticuatro cuadrados, lo que es 
deficiente, porque (proviene) de la multiplicación del exce- 
dente por el deficiente. Guardad esto (colocándolo) después 
de la partícula que expresa la excepción (menos). Después 
multiplicad el cuatro por el seis. Obtendréis veinticuatro 
cuadrados. Pero esto es de nuevo deficiente. Colocadlo con su 
análogo. A continuación multiplicad el cuatro por el tres, 
obtendréis como resultado doce cosas excedentes, porque 
(proviene) de la multiplicación del deficiente por el deficiente. 
(Colocad esto con el primer producto guardado). El resultado 
será doce cosas y cuarenta y ocho cubos menos cuarenta y 
ocho cuadrados, así: 
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CAPITULO OCTAVO 
La division 


La práctica de esta operación consiste en restar el grado 
del divisor del grado del dividendo. Lo que queda es el grado 
del resultado. 


El resultado de la división de una especie por la misma espe- 
cle es un número; y el resultado de la división de una cualquiera de 
estas especies por un número es exactamente esta misma especie. 


El resultado de la división de los cubos por los cuadrados 
son cosas. El resultado de la división de los cubos por las 
cosas son cuadrados. El resultado de la división de los cuadra- 
dos por las cosas son cosas. 


Si en el dividendo se encuentra una excepción, dividid 
cada una (de las dos partes del dividendo) por el divisor y 
tomad como excepción del resultado la parte que lo era. Resul- 
tará la cantidad buscada. 


Por ejemplo, si os dicen: dividid cuarenta y ocho 
cubos-cubos menos dieciocho cuadrados-cuadrados por seis 
cubos, escribidlo asi: 


ee 
18 y 
q 
6 


A continuación dividid (la cantidad) minuendo por el divi- 
sor. Tendréis como resultado ocho cubos, porque el grado del 
divisor es tres, y el grado del dividendo seis, siendo su diferencia 
tres, que es el grado de los cubos. Después de esto, dividid la 
excepción. Obtendréis como resultado tres cosas, porque la dife- 
rencia entre los grados de las dos (cantidades) divididas la una 
por la otra, es uno, que es el grado de las cosas. El resultado será 
entonces ocho cubos menos tres cosas. Así: 

is á 
3 y 8 
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xm / x =m n 


48x°-18x* 
6x3 
8x3-3x 


CONCLUSION: SECCION PRIMERA 
Las cantidades negativas sobre 
lo que debe hacerse si en la ecuación 
aparece una excepción 


En este caso la operación consiste en restaurar el defi- 
ciente hacia el excedente, y en restar (cada) especie de su 
semejante si ha lugar. 


Por ejemplo si os dicen: tres cuadrados menos el número 
treinta y seis son iguales a treinta y dos cosas menos un 
cuadrado. Escribidlo así: 


de 


e Y e 
1 y 32 J 36 y 3 


A continuación restaurad el problema, lo que se hace 
restituyendo el cuadrado deficiente a los cuadrados exceden- 
tes, y restituyendo los números a las cosas. Entonces esto se 
convierte en: cuatro cuadrados son iguales a treintidós cosas y 
el número treintiséis. 


O ? 

36 32 J 4 
Este (problema) se ha reducido al caso sexto. Dividid 
cada término del problema por cuatro, y se reducirá a: un 


cuadrado es igual a ocho cosas y el número nueve. Operad 
según lo precedente y resultará que la raíz es nueve. 
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3x?-36=32x—x? 


4x2=32x+36 





Polinomio. 
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